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INTRODUCTION 


Lorsque mon éditeur et moi, nous eûmes l'idée de 
cette Collection, le Calcul différentiel et intégral n’en- 
trait pas dans notre programme. Nous avions la ferme 
intentior de nous borner aux seuls éléments des 
sciences et rendre ceux-ci accessibles à de jeunes 
élèves mis dans l’impossibilité de suivre des cours 
professés dans nos différentes écoles. 

Le succès de ma méthode pédagogique, nouvelle 
sur plus d'un point, ne s’est pas fait attendre et peu à 
peu, ma clientèle s est non seulement élendue singu- 
lièrement, mais s’est manifestée en un milieu que 
nous élions loin d’avoir soupçonné. 

À l'heure actuelle, en effect, ce sont surtout les 
élèves de l'enseignement secondaire, ceux des Lycées 
el Collèges qui, éprouvant le besoin d’être initiés, de 
somprendre des cours trop abstraits pour leur âge, se 
sont rejetés sur les premiers volumes de cette Biblio- 
thèque d'éducation scientifique. 


VI INTRODUCTION 


Alléchés par la simplicité de la présentation, ils ont 
« mordu » aux malhématiques, et ce sont eux main- 
venant qui me demandent des matières plus com- 
plexes. 

J'ai hésité longtemps à satisfaire un si louable 
désir, mais devant leur insistance, οἱ aussi celle de 
leurs professeurs, qui, nombreux, m'ont encouragi 
dans cette voie, je me suis demandé si, tout en res- 
tant fidèle ἃ mes méthodes concrètes et pratiques, il 
n’était pas possible d'appliquer ces dernières à un en- 
seignement que personne, jusqu’à ce jour, n’a su 
mettre à la portée d'élèves livrés à leurs propres forces. 

La tâche, je ne me le suis jamais dissimulé, était 
ardue ; il fallait surtout posséder des exemples faciles 
et faire un tri parmi les nombreux exercices qu'on 
peut proposer aux commençants; sous ce rapport, 
j'ai trouvé un concours dévoué en un jeune professeur, 
M. Georges Durann, docteur ès sciences mathéma- 
tiques, que je tiens à remercier ici et auquel j'ai 
promis ma collaboration pour le volume de Culcul 
intégral dont je lui ai confié la rédaction. 

Maintenant, qu'on ne se méprenne pas sur le but 
que j'ai visé : cet ouvrage n'est pas un traité complet 
de calcui différentiel, c'est avant tout une énitialion à 
celte partie assez abstraite des malhématiques. J'ai 
voulu surtout insister sur le mécanisme et la portée 
du calcul différentiel, travail plus délicat qu'en ne 
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saurait Ie croire, puisqu'il ne fallait pas, sous pré- 
texte de vulgarisation, sacrifier la rigueur des défi- 
nitions et de la démonstration. 

J'ai souvent entendu des hommes instruits dans 
l'histoire ou les lettres, regretter de n'avoir aucune 
idée du calcul infinitésimal ; c'est 14 une grave lacune 
de notre enseignement ordinaire et c'est cette lacune 
que je me suis appliqué à faire disparaître. 

Mon ouvrage s adresse donc, non seulement aux 
ftudiants ayant besoin d'acquérir des notions déli- 
cates et nécessaires pour pousser plus avant leur édu- 
cation, mais encore aux « litléraires » désireux de 
comprendre en quoi consiste ce levieraussi mystérieux 
que puissant, auquel les hommes de science ont 
donné le nom d'Analyse mathématique. 

Les nombreuses lettres que j'ai reçues, depuis la 
fondation de cette Collection, m'ont démontré que 
àcs élèves de treize à quatorze ans, doués d’intelli- 
gence moyenne, peuvent fort bien apprendre seuls οἱ 
sans maître, les éléments de Géométrie, en étudiant 
les premiers volumes de Pour comprendre, et je 
reste persuadé qu'en lisant attentivement cette ini- 
liation au calcul différentiel, ces mêmes esprits 
n'éprouveront aucune difficulté sérieuse à s'assimiler 
les notions nouvelles qu'ils vont y rencontrer. 
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PREMIÈRE LECON 


FONCTIONS ET VARIABLES 


Nous avons étudié dans le volume consacré à la Géo- 
métrie dans l'espace la représentation graphique 
des fonctions et l'équation de chaque section conique 
Avant d'aborder les nouveaux moyens mis à notre 
disposition par le Calcul différentiel pour continuer et 
pousser plus avant cette étude, nous remeltrons sous 
les yeux de nos lecteurs quelques notions déjà ac- 


quises. 


Qu'est-ce qu'une fonction 1 

Ι. Rappelons-nous comment on calcule la surface 
d'un cercle : on multiplie le rayon élevé au carré, 
par 3,1416 ce qui nous donne : 


S—#=+rr! 
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Or, cette formule est évidemment exacte dans tous 
les cas, mais nous savons que la surface S augmentera 
ou diminuera suivant la grandeur du rayon; seul le 
nombre π᾿ ne changera pas. 

Ainsi, nous voyons que dans les formules algé- 
briques, il faut distinguer deux sortes de quantités : 
celles qui ne changent pas et que, pour cette raison, on 
appelle constantes, comme π de l'exemple précédent ; 
et des quantités variables comme Set r. 

Mais il y a encore variables et variables : la surface 
quoique variable, dépend cependant du rayon, nous 
l'appellerons variable dépendante, tandis que le rayon 
sera une variable :ndépendante. 

Notre surface, dans l'expression S = π r?, peut aussi 
être désignée d’un autre nom et parce qu'elle dépend 
de r, nous dirons qu'elle est fonction de r. 

Prenons un autre exemple moins concret. Soit 
l'équation 


Yy=3x 


el considérons æ comme une quantité variable à notre 
gré ; il est évident que si nous assignons à ἃ des va- 
leurs successives, nous aurons pour y des valeurs cor- 
respondantes. Si, par exemple, on ἃ 


Cm 1 ONAUTA Yæ= XI OU γ5- 3 
Tr ἃ » Y=3X2 » y=6 
D ms 3 » Y=iX3 » y—9 


FONCTIONS ET VARIABLES à. 


Nous voyons clairement que 
y est une fonction de æ, ce qui s'écrit y = f (x); 
“ est une variable indépendante ; 
y variant suivant les valeurs de æ est variable dépen- 
dante, en même temps que fonction de α. 
Si nous avions posé 
Y = 3 x ᾿Ν 5; 
y serait encore fonction de æ, mais nous aurions 
ajouté une constante 5, qui aurait affecté toutes les 
valeurs de y. 

Il peut yÿ avoir plusieurs variables dans une équa- 
tion : nous avons vu, par exemple, que le volume d’un 
cône droit circulaire dépend à la fois de son rayon et 
de sa hauteur ; il est donc fonction de deux variables ; 
nous verrons en Physique que la densité d’un gaz esl 
aussi fonction de deux variables : de sa température 
et de la pression qu’il supporte, etc. 


2. Reprenons maintenant. notre exemple y = 3 ὦ 
et supposons que cette équation réponde au problème 
suivant : 

On demande le prix d'une marchandise dont on 

‘achète x kilogrammes à raison de 3 francs le kilo- 
gramme. 

Pour à kgr., y = 38 fr.; pour à kgr. : y = Ofr.; 
pour 3 kgr., y = 9 fr. Ainsiy, fonction dex, augmente 
avec la variable x ; nous dirons que la fonction est 
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croisssante; le prix est en effet une fonction crois- 
sante du poids et ici la valeur de la fonction y varie 
dans le même sens que la valeur de La variable indé- 
pendante æ. 

Mais on rencontre souvent des exemples inverses, 
c'est-à-dire des fonctions variant eu sens contraire de 
la variable indépendante ; dans ce cas, la fonction est 
dite décroissante. C'est ce qui arrive, par exemple, si 
l'on cherche ce que devient le volume d'une masse 
gazeuze à mesure qu'augmente la pression ; on s’aper- 
çoit que le volume diminue; il est donc fonction 
décroissante de la pression. 

Enfin, il existe des cas où une fonction y croît dans 
l'intervalle de certaines valeurs de la variable, puis 
décroft pour d’autres valeurs qui suivent, ou inverse- 
ment ; on dit alors que la fonction passe par un maæi- 
mum et par un muumum. 

Une fonction y étant donnée, si l’on assigne à la 
variable indépendante des valeurs successivement 
croissantes ou décroissantes, on peut se rendre compte 
de la marche générale de la fonction, mais ce procédé 
cst assez grossier ; dans ce cas, en effet, on néglige 
nécessairement les valeurs de y correspondant aux 
intervalles des valeurs successives assignées à x. 

Nous avons vu, par exemple, que pour la fonction 
y = 3 x, y prend successivement les valeurs 3, 6,0, 
quand on donne à x les valeurs 1, 2, 3. Mais que 86 
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passe-t-il entre » et ἃ, entre 2 et 3? Ces intervalles 
renlerment une infin'té de valeurs que nul mathéma- 
ticien ne saurait énumérer. Εἰ fallait donc trouver 
un procédé pour nous lirer d’embarras et c’est 
alors qu’on a eu l’idée de recourir à la méthode gra- 
phique. 


Comment on fixe la position d'un point sur un plan : 
les coordonnées. 

3. Traçons deux droites OX et OY (fig. 1) se cou- 
pant à angle droit en Ὁ et marquons un point M dans 
l'angle supérieur de droite. Ce point sera entièrement 
defini et repéré si nous donnons ses distances res- 
peclives à OX et OY. A Υ 
cet effet, abaissons de M 
sur ces deux droites, des 
perpendirulaires. 

Supposons que MA — 


3 unités arbitrairement 


choïsies, tandis que MB 
Fig. 1, — Les coordonnées 


— 4 mêmes unilés. d’un point M. 


MB—= AO -- 4: c'est 
l'abscisse du point M, comptée sur OX, axe des abs- 
cisses ou axe des æ; 

MA -ξῷ BO — 3 : c’est l'ordonnée du point M, 
comptée sur ΟΥ̓́, axe des ordonnées ou axe des y. 

On dira que OA et OB, soient 4 et 3, sont les coor- 
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aonnées au point M par rupport aux deux axes rectan- 
gulaires, 
De même que la position M est ainsi définie sur 
le plan, on convient que telle valeur d'une fonction 
ῳ peut toujours être représentée 
graphiquement d'une manière 
Ζ #malogue. 


ἢ 
ἢ 
} 
, 


ΠΕΣ 4. Soit en effet la fonction 
ἵ aéjà étudiée : 


gi | ΥΞΞ 8 2 


Pour x — 3, nous aurons y 


Η 
Π 
“τα re 
Π 
ἷ ! 


= 96, ce qui nous donne 
x ou abscisse = 3 
= νΣ -ὦ- y ouordonnée =s 9. 
Ce point M (fig. 2) satis- 
fait à cette double condition. 


ds 


Mais si ἃ; = ἃ: y — 6 et nous avons le point M' 
δὶ ὦ = 1;7y— 3 otnousobtenons le point M . 

En réunissant M, M', M" par une ligne continue, nout 
représentons graphiquement les variations de la fonc- 
tion dans l'intervalle des valeurs r et 3 que nous avons 
assignées à la variable indépendante x. 

Ici, la fonction est représentée par une droite 
et nous le démontrerons bientôt, mais souvent 
on obtient une courbe dont on peut déterminer la 
aafure. 
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9. La variable x peut être négative et y, valeur de 
la fonction, être aussi négatif. Comment représente- 


Fig. 3. 


rons-nous les différents cas? D’une façon simple, par 
\a convention suivante (fig. 3); 
1° Pour un point M situé au-dessus de l'axe des x et 
à droite, on a : 
ἋΣ positif et y positif 
2° Pour un point M, situé au-dessus de l'axe des x 
et à gauche, on a : 
æ négatif et y positif 
3e Pour un point M, situé au-dessous de l'axe des x 
el à droite : 
æ positif et y négatif 
4° Pour un point M, situé au-dessous de l'axe des x 
οἱ à gauche, on a : 
x négatif et y négatif 


MoREux., — Calcul différenticl. 2 
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En résumé : 

Abscisses posilives à droite de l'axe des y, négatives à 
gauche. 

Ordonnées positives au-dessus de l'axe des x, néga- 
lives au-dessous. 


Représentation graphique des fonctions et des 

équations. 

6. Soit la fonction 

Yæ=ax +. 

1er Cas. — On peul supposer que a = o alors que ὁ 
est différent de zéro. 

Dans ce cas, a x s'’annule, car o X ἃ; — 0; on a donc 

y = ὃ 

Mais b est une constante ; or, puisque y conservs la 
même valeur pour toutes les valeurs de αὐ, il s'ensuil 
que la ligne représentative 
de y devra être à la même 
distance b de l’axe des x. 
en lous ses points; une 


parallèle à cet axe menée 


à la distance b, peut seul: 


Fig. 4. — Représentation 
de la fonction y = b. 


satisfaire à cette condilia: 
(fig. 4). 

45 Cas. — Quand ὁ = ο l'équation y = &œx + ὁ 
devient : 


y=ax 
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Dès lors, six -- ε ο, y = Ο nécessairement , cela nous 
indique que le point O, origine et qui a zéro pour 
abscisse et zéro pour ordonnée, fait partie de la ligne 
cherchée. Voyons maintenant où sont les autres 
points. 

Remarquons tout d’abord que la fonction 


y = a œ peutse mettre sous cette forme : .. α. 
x 


Siaest positif, æ et y seront de même signe el 
il est évident qu'une infinilé 
de points satisferont à la con- 
dition éuoncée, puisqu'on pour- 
ra toujours trouver aulant de 


nombres que l’on voudra qui 


soient dans Île rapport de à 
ΩΣ 


Mais il y ἃ plus : cette condi- 


, .Φ .Φ 4 ἩΔΥ RTE TANT [il ἽΝ 
lion indique que tous les points, 0 ΝΥ ἀν 
ainsi déterminés par leurs or- Mig: 5: — Représeu- 
Ψ' lalion de la fonc- 
données et leurs abscisses, seront lion y = aæ. 


en digne droite el cette droitc 
passera par O. En effet, les triangles partiels rec- 
tangles (fig. 5) donnent : 


MH ἐν ΜΉ’ ΕΣ ΜΉ 

ONE OMR EU 
v' " 

= À = ὙΠ [----Ἰ 1 À etc... 
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Ainsi, les rapports des oriounées des points M, M’, 
Μ΄ aux abscisses sont constants et tous égaux à 


ces points sont donc en ligne droite. 
Ces simples considérations nous donnent déjà le 
moyen de représenter des équations. 


Æ# 


Représentation graphique des équations du 1." degre 
à une inconnue. 


7. Celles du premier degré à une inconnue peuvent 
toujours être ramenées à la forme 


ὺὑ 
ax = ὃ d'où D = ----- . 
a 
b 
En posant = = M, On aœ --- M. 


Exemple : Soit l'équation 


— 15; on aura 


15 
ὦ τὸ ΣΟ πῆ 


Comptons 5 divisions à partir de l’origine O sur 
l'axe des æ et menons une parallèle à l'axe des y. 
Cette parallèle est la représentation de notre équa- 
tion (fig. 6). 

Si l'on avait eu x — — 5, la parallèle aurait dà 
être menée à gauche de l'axe des y (fig. 6). 
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Représentation graphique des équations du 4er degré 
à 2 inconnues. 
8. L’équation du premier degré à deux incounues 
peut être ramenée à la forme 


ax + by —=c; 
d'où 
TRE NU 
Si nous posons 
HETRTORS ΣΤ δὰ 


nOUS AUrONns 
Y=mrt+n 
qui est de la forme ax + b déjà citée. 


9. Sin est nul, nous aurons ssulement À -- mn, 
ὍΝ 


ce qui revient à JT = | 
ἊΣ = 


Une équation du genre de τὴ παν: 

δ ἢ Î 

= = — ] ; ; 
5y Ξ- 3x donnera = 3 me + | 


ce qui veut dire que tous 
Ἶ Fig. η. 
les points de la droite repré- | 


sentative de l'équation auront leurs abscisses οἱ leurs 
| 5 
ordonnées dans ce même rapport 3 (fig. 7) 
. 
Geci est vrai même si πὶ est négatif, c'est-à-dire 


quand x et y seront de signes rontraires. 
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Exemple : soit 5 y — — ὁ x; la droite OM se trou- 
vera changée de position, car tous ces points devront 
satisfaire à la condition : 


α; 
7 


τς τ΄ 


10. Revenons maïntenant à notre fonction 


Υ = ax + D 
Nous avions d'abord supposé a — o et ὁ différent 
de zéro ; puis ὁ — o ; nous allons 


Maintenant examiner un troisième 
Cas. 


3 Cas : a et ὃ sont différents de 
zéro dans la fonction y — ax + b. 
Puisque nous ajoutons une constante 
b, ceci nous indique que les ordonnées 
y correspondant aux abscisses æ, diffé- 
rent constamment de la quantité ὃ; il 


suffira donc d'ajouter ou de diminuer 


toutes les ordonnées de cette même 
Fig. 8. valeur de 6. 

Soit à construire l'équation y = 4x 

+ 9; nous allons donner la comparaison des valeurs 

de x et de y dans cette équation et dans cette autre 
y = ἀῶ at d'où b est absent 
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fonction y — 4x + 5 fonction y —= 4x 


Pour æ = oonay—= ὃ Pourxz—oonay=—= ὁ 
ZT —=I γ — æ—I Y—= ΞῈ 
D 1 V5 LS L— 32 Mis 
ES γ ΞΞ 17 x= 3 Yi 12 


Les valeurs de y dans la première, on le voit, sont, 
en fait, celles de la seconde toutes augmentées de 5 uni- 
tés. La figure 8 permet de comparer les deux représen- 
tations. Les nombres indiquent les valeurs de y dans 
chaque cas. 


1. En construisant ces genres de figures à grande 
échelle, on peut trouver graphiquement les valeurs 
de y correspondant à des valeurs de x bien définies οἱ 
même obtenir y dans les intervalles calculés. Π] suffit 
pour cela d'élever une perpendiculaire sur l'axe des x 
jusqu’à la rencontre de la droite représentant la 
marche de la fonction; la longueur de l'ordonnée 
mesurée avec précision vous donuera y. 


Équation d'une droite qui passe par un point donné 
12. Soient ὦν, et y: les coordonnées du point donné 
οἱ 


γ ταῦ Ὁ ὁ 


l'équation de la droite cherchée. 
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Puisque le point est sur la droite, on doit évidem- 
ment avoir : 


Yi = am +b 


Retranchant ces deux équations membre ἃ membre 
on obtient : 

Y— γι = a(x — αι) 

Gette relation, ayant lieu pour tous les points de la 
droite, n'est autre que l’équa- 
tion de la droite elle-même. 

Cette équation convient à 
toules les droites qui passent 
par le point donné (yix,); si 
l'on veut déterminer complè- 
tement celle dont on s'occupe, 
il faut attribuer au coefficient 
a une valeur particulière. 

Aiusi, l'équation 

γ-- ἡ -- α(α -- 3) 
Fig. 9. représente toutes les droites 


qui passent par le poin! 
dont les coordonnées sont x = + 2ety = + 4; mai: 
l'équation 
γ -- 4 -- ἃ (ὦ -- 3) 


ne convient qu'à celle qui détermine sur l’axe des x 


un triangle rectangle ayant ses côtés dans le rapport 
de τὰ 4 (Ag. 9). 
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Ce paragraphe est très important : il nous servira 
bientôt pour l'étude des fonctions au moyen des 
dérivées. 


13. Toutes ces représentations que nous avons étu- 
diées sommairement n’ont donné lieu, graphique- 
ment, qu'à des droites. Mais il existe des fonctions 
qui sont représentées par des courbes: aussi, est-ce la 
raison du langage qu'on emploie quelquefois en 
disant : « La courbe de telle fonction est une droite ». 
En fait, d’ailleurs, une portion de droite peut être 
considérée comme la limite d'un arc de circonférence 
de rayon infini, ou dont le centre est à 
l'infini. 


Graphique de la fonction y == x*!. 

14. Nous allons voir bientôt des 
exemples de fonctions qui se repré 
sentent par des courbes, mais en atten- 
dant, et pour calmer votre légitime im- 
patience, nous pouvons en construire 


une très simple et qui répond à la forme : 
y = αὐ Fig. ie 
Cette fonction donne lieu, comme 
l'équation qu'elle représente, à une courbe du second 
degré. Si x est l'inconnue, x' = +v est en effet du 
second degré. 
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Prenons la suite des nombres à partir de o : soient 
0, 1, 2, 3, 4, etc... qui représenteront des valeurs suc- 
cessives de &. Si nous élevons ces nombres au carré, 
nous aurons les valeurs successives de x’, donc les 
valeurs de y (fig. 10). 


Valeurs de æ Valeurs de x? 


Valeurs de y 


O Oo X O— 0 = Oo 
I LOC = I 
2 222412: — °c = 

3 3X 9. ΞΞ ὃ — 9 
ἠ 4X ἀτ-Ξι π-- 16 


Si l'on donne à x des valeurs négatives, x' rest 
positif et par conséquent son égal y. On aura donc un! 
deuxième branche symétrique de la première, c’est-à- 
dire dans l'angle supérieur de gauche. 


14 bis. Enfin, si l’on avait y — x" + 3, par exemple 
toutes les valeurs de la fonction seraient augmentée; 
de 3 unités. La courbe ne serait plus comme la pre 
mière tangente à l’axe des x, mais son sommet serai 
reporté plus haut (de 3 unités). Voir un cas analogue à 
la figure 17. 


Usage des courbes. 
15. Les courbes sont intéressantes à plus d’un titre. 
Elles permettent tout d'abord de se rendre un compte 
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exact de l'allure d’une fonction et, comme tous Îles 
phénornènes étudiés dans les sciences sont des fonc- 
tions d’une ou de plusieurs variables, les courbes obte- 
nues expérimentalement peuvent servir à découvrir 
des lois qu'on chercheraitl en vain si l’on se bornaït à 
considérer les nombres fournis par les expériences 6! 
les statistiques. C'est ainsi qu'on a trouvé la loi de 
dilatation de certains métaux en fonction des tempé- 
ratures, les lois de solubilité des sels ; qu'on a décou- 
vert certaines erreurs dans des lois admises jus- 
qu'ici, etc. 

En mème temps, les graphiques construits à grande 
échelle dispensent souvent les ingénieurs de faire de 
longs calculs. Une courbe à deux variables, par 
exemple, permet de trouver l’une, l’autre étant 
donnée. Sous le nom d’abaques, on construit même 
des graphiques, exprimant des lois à 4 ou 5 variables, 
beaucoup plus commodes que des Tables numé- 
riques. 

Autrefois, en fait de Tables, on ne connaissait que 
celles à double entrée, telle la Table de Pythagore 
(fig. 11) qui sert à la multiplication et où le produit 
de deux nombres est figuré à la rencontre d'une 
abscisse et d'une ordonnée : mais, avec les progrès 
croissants de la science et de l'industrie, on a été 
amené à chercher des nombres dépendant de plusieurs 
données à la fois, telles les corrections à faire subir À 
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un baromètre. Dans de telles conditions, les courbes 
simplifient le travail et c'est ce qui a donné lieu à une 
science qu'on appelle la Nomographie et qui permet 
de dresser les abaques dont nous avons parlé. 

Dans beaucoup de cas, les courbes qui expriment les 
conditions d’un phénomène physique ou mécanique 


Re SE — τ 


8 9 


mt 
δι, 
= 
ως 
FES 
QC 
ἼΕΙΕ 
[en 
t2 
LS 
it) 
en 


correspondent à des relations algébriques connues : 
on obtient, en les construisant, des arcs de cercle, des 
ellipses, des paraboles, des hyperboles, etc... Il ya 
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donc intérêt à chercher comment ces courbes diles 
du second degré, peuvent se traduire algébriquement. 

L'étude des courbes relève de la Géométrie analyti- 
que, que nous étudierons dans un autre volume; mais 
dès maintenant, il est bon de prendre contact avec 
elle et d'en posséder quelques notions. 


Nota. — On trouvera le développement des notions 
à peine esquissées au cours des numéros précédents, 
dans les Leçons 1], ΠῚ et IV de Pour comprendre la 
Géométrie Analytique (Même Collection). 


DEUXIEME LEÇON 


ÉQUATION DES COURBES 


Équation d'une courbe. 

16. On appelle équation d’une courbe l'expression 
de la relation constante qui lie entre elles les deux 
coordonnées d'un point de la courbe, c'est-à-dire l'or- 
donnée et l’abscisse, Celles-ci 
sont généralement rapportées 


aux axes de symétrie. 


Équation du cercle. 
17. Soit un point M pris sur 


une circonférence (fig. r2). Les 

Fig. 12. coordonnées rapportées à deux 

diamètres rectangulaires se- 

ront æ et y. Traçons le rayon a joignant le centre 
au point M. Le triangle reciangle nous donnera : 


Fi la + γ = a 
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C'est l'équation du cercle, la plus simple qu’on 
puisse envisager. In divisant le tout par a°?, on obtient 


une autre forme plus souvent employée : 


ὅν: y? 
nn 

Equation de l’ellipse. 

18. L’équation de l'ellipse se déduira facilement des 
relations que nous avons déjà trouvées. Traçons le 
cercle principal dont le 
diamètre égale le grand 
axe de l’ellipse (fig. 13). 
Si nous désignons par ἢ 


l’ordonnée d'un point M° 


du cercle ct par y celle 


Fig. 13. 


d’un point M pris sur 
l’ellipse et ayant même abscisse x que M’, nous pour- 
rons écrire (n° 110 Géom. dans l'espace). 


y' a y? "A 
y —— | Ϊ 211 ΝΠ τι pe ῃ 
Fi El 
d'où (1) =: 


Mais, d’après le numéro précédent, on ἃ aussi : 
(2) ῃ3 — a? = x. 
Égalons ces deux valeurs de y? dans (1) et (2) nous 


aurons : 
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ou, réduisant et mettant les termes en x? et en γ᾽ dans 
le premier membre : 
ba? + ay = atb1, 
En divisant tous les termes par a’b?, on obtient 
l'équation de l'ellipse, sous cette forme très usitée : 


Remarque. 
19. Si ὁ = a, c’est-à-dire si les demi-axes deviennent 
x? Ἦν 
égaux, la formule devient τ + #7 = 1 et c'est pré: 


cisément l'équation du cercle. On pourrait donc dé- 
duire cette dernière de la formule de l’ellipse ; en fait, 
il n'y aurait là rien que de très légitime, puisque le 
cercle peut être considéré comme un genre d’ellipse à 
la limite, comme une ellipse dont les deux foyers, 
après s'être rapprochés, arrivent à se confondre en un 
point qui est Le centre de la circonférence. 

Ces formules nous indiquent aussi, comment, à la 
seule inspection d'une expression algébrique, on peut 
arriver à déduire la nature de la courbe qu'elle repré 
sente. 

Avant de passer à l'équation de ἴα parabole, nout 
allons indiquer quelques applications numérique: 
destinées à bien graver dans notre esprit le méca: 


uisme des deux démonstrations précédentes. 
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20. Applications numériques. 
Pour le cercle : 


a = ὃ. 
coordonnées du point M 4 x — 5, 
| y = 4; 
on dit avoir 
ο ἢ" 3 
NUE 


remplaçons x, y, a par leurs valeurs nous aurons : 
3? : 16 “Ὁ 
ἜΣ +- ἐν == [ou ΕΝ Ἕ FES = LS πέτα Le 
Pour l'ellipse : 
soordonnées ( dans le cercle a = 50;x = 22,7 = 45. 
du point M \ dans l'ellipse ὃ — 40; x —22;y = 36; 
nous aurons : 


Ve 45 _ 50 
F0 ; en eñet, ST An 
et 
23 3 29? 36° 
γι +=: ou Bo? ΒΒ ποῖ — 0:19 + ο,δὶ = 1, 


Équation de la parabole rapportée à l'axe de la 
courbe et à une tangeute au sommet. 
21 Soil M un point de la courbe (fig. 14). Le triangle 


a pour côlés y οἱ ἃ — e ; et pour hypoténuse r: 


Ρ 


maisr=d= ὦ ἱ τ 


Μομεῦχ. — Calcul difiérentiel, 3 
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dès lors nous aurons la relation 
2 “ 
p=(x+ ΡῚ τ (x — 2) 
ὶ 2 2 
d'où, en eilectuant : 
PAU GE D re CS CAD ἐν τὴ γ᾽ = Ἅρα. 


Telle est l'égualion de la 


parabole. 


Conséquence importante. 
22. — De l'équation pré- 
DR AE CARS cédente, on déduit celle-ci : 
Fig. 14. y 


+ ape k (constante). 


Ainsi, entre le carré de l'ordonnée d'un point de la 
parabole et son abscisce, il y a un rapport constant. Si 
2p est pris pour unité, on a : 


ἐπ LR PA 
κει Ε ΟἹ γὴ =; 


ou, en prenant les ordonnées pour les absoïsses, 
γΞΞῦν-- 

C'est la fonction que nous avons étudiée précédem- 
ment n° 14. 

Nous pouvons maintenant corclure que la courbe 
tracée dans la figure 10 était une parabole. 


23. Cette propriété est souvent mise à profit dans 
la science et l'industrie. Non seulement elle permet 
de reconnaître la nature de la parabole. tracée par 


ÉQUATION DES COURBES 25 


exemple sur le cylindre de la machine Morin, en Phy- 
sique, et par conséquent d'étudier la pesanteur, mais 
elle sert à tracer la courbe des miroirs de télescope, 
celle des ponts suspendus en 
calculant les ordonnées par 
rapport aux abscisses. On sait 


Κ᾿ et 
(I 


Ὅ] ANRT Lis EME 
Fig. 16. 


en effet que dans ces sortes de ponts, les tiges soute- 
nant le tablier sont des ordonnées approchées de 


parabole. 


24, Les tableaux et les figures précédentes (fig. 15 
cl 16) ruimeront les nolions ,sur l'équation de Ia 
‘parabole : 

Parabole αἴ == y; 
ou y = x? (Mig. 15). 

Valeurs de x 2 1/2, 1, 2, 9, 4. 

Valeurs de y : 1/4, τ, 4. 9. 16. 

Les y varient comme Îles carrés des æ. 
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La parabole peut encore se présenter sous la forme : 


æ'—ayoux = ν΄ αν (fig. 16) 
soil : 
DR y =" ΩΣ; 


Valeurs de æ : τ, 2, 38, 4. 


Valeurs de y : 1/4, 1, 9/4, 4. 

Si l'on construit une courbe à l'aide de données 
expérimentales, il sera donc toujours facile de vérifier, 
en mesurant les ordonnées et les abscisses, si les pre- 
mières croissent comme le carré des secondes ou in- 


versement. 


Réprésentation graphique d'une équation du second 
degré. 

25. Ce qui précède va nous fournir le moyen, non 
seulement de construire la courbe représentative d'une 
équation du second «degré, mais encore de reconnaître 
la nature de la courbe oblenue. 

Toute équation du second degré peut être ramencée 
à la forme classique, éludiée en Algèbre (n°° 128 
el 129). 

X? + px + q == 0. 

Le τη membre s'appelle {rinôme du second degré, 

parce qu'il renferme 3 termes dont un en æ*. 


Afo de saisir plus facilement la démonstralion. 
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nous allons preudre un exemple numérique et éludier 
les varialions de la fonclion. 
γ -- οὐ --- θὰ + ur. 

On peut écrire 
1) mé Or — y = Tr. 

Nous voyons immédiatement (Algtbre n° r28) que 
+? — 6x est le commencement d'un carré parfait, 
Car 

(a — 3} = α --- Gr + 9. 

Nous ajouterons 9 aux deux membres de (1) sans 
altérer l'égalité et nous aurons 
(5:5 9 —=y+g—u1 

ou 
(DS EE y 
La fonction à étudier devient 


donc 
γε (ὦ --- 3) Ha. 
En somme, nous voyons 


que nous avons affaire à une 
fonction représentée par ur 
carré (x — 3) plus une quan- 


tité. Or, nous avons vu précé- 
demmient que les variations 
d'un carré quelconque sont toujours représentées 
par une parabole. Seulement, les valenrs de y, ici, 


seront toujours augmentces de la constante ἃ, 


28 POUR COMPRENDAR LA CALOUL DIFFÉRENTIEL 


C'est ce que nous allons vérifier en donnant à x 


dans l'expression &æ? — 6% + 11, des valeurs success 


vement croissantes à parlir de zéro (v. aussi fig. 17). 


Valeurs de æ Valeurs de y 
LEO γ Ἐπ 11 
σΞειὶ y = 6 
x = 2 y =3 
Lr==19 ΒΞ ἃ 
CT τὰ ἤ Y,= ὃ 
ΠΥ Ξ y = 6 
x = 6 γ = 11 
x = y = 18 


On voit que les valeurs de y sont symétriques par 
rapport à 2. En cflel, la plus petite valeur a lieu pour 
x ττ 8, car dans ce cas (ὦ; —- 3)" s’annule et il ne resle 
que la constante 2. La courbe ne rencontrera donc 
jamais l'axe des x; elle se tiendra toujours au-dessus 
de la distance ἃ qui est son minimum. La symétrie s: 
continue dans les deux branches; car si Fon fai: 
ὩΣ τα — 1, y prend encore 18 pour valeur qui corres 


pond à © πα 7. 


26. Si l’on avait ἃ étudier d'autres formes du seconil 
degré de la variable αὐ, on pourrait toujours les ramie- 


ΠΟΥ anx fonctions énoncées. 


ÉQUATION DES COURBES 29 
En effet : 


ax? + ὃ seréduità + 


ax" ἰ δα το » a+ xt 


et toutes ces formes se ramènent à la fonction y = οὗ, 
toutes donnent des paraboles. Ces résultats sont très 
importants ; ils sont fréquemment utilisés en Physique 
et en Mécanique. Donnons-en un exemple pour ter- 
miner. 

En étudiant le mouvement d'un corps qui tombe, 
nous arriverons à établir la formule suivante : 


g + λοί --- 2e =0 


dans laquelle v est la vitesse au temps zéro, ὁ l’espace 
et t{ le temps. 

L'espace e parcouru dans le temps ἔ, est une fonc- 
tion du second degré de la variable t. La courbe est 


donc une parabole. 


Équation de l'hyperbole rapportée à ses axes. 

27. Les triangles rectangles dont les hjpolénuses 
aboutissent aux foyers, nous fournissent les deux rela- 
tions suivantes, r et r’ désignant les deux vecteurs 
(fig. 18): 

GO) γῆ τα γ᾽ “ (ὦ -Ἡ ο") = y + x +acx + © 
() κγῃἘ-- γῖ -᾿ (ὦ --- ο)35 = γ" + x — 0 οὦ + ο 
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Retranchant membre à membre, il vient : 
ri — r — 4cx, 


ou (r—7r)(r" + r) = 4cx; mais r — r — 2a; 


À 20 
donc LE Tie per. 
a 
Ainsi nous avons : 
20 : 
== + Fr 
et 2α -- 1" —r 
2cx 
Total Tr Tu — 2r° 
CT 
ou r=—+a; 
a 
et 
cr" 
(3) nr — + 2cx + a. 


Égalant (1) οἱ (3) il vient, après transformations : 
dy + a? (α3 — c?) = a? (a? — c), 
Représentant la quantité constante a? — c? qui est 
nécessairement négative dans l’hyperbole (puisque 
ΟΣ 5» @) par — 6°, nour aurons : 
dy — br = — at δ3, 
Divisant tous les termes par a? b? οἱ changeant les 


signes il vient finalement : 


T* 13 
Νὰ rl nl 
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Tehe est l'éguation de l'hyperbole ; elle est facile à 
retenir puisqu'elle ne diffère que par le signe — de 


' 
Lane + 3 


Fig. 18. 


celle de l'ellipse. Cela provient de ce que, dans cette 
dernière, on avait r + r' = 24, tandis que dans l'hyper- 
bole, λα est la différence des vecteurs, soit γ' — r. 


Hyperbole équilatère. 

28. Lorsque l'hyperbole est équilatère ἃ == ὃ; dès 
lors l’équation de l’'hyperbole (4) devient 

αἷ — γὶ mx α 

L'Hyperbole équilatère est une courbe extrêèmemen 
intéressante et qu'on retrouve très souvent dans les 
applications. Ses asymptotes étant perpendiculaires 
Tune sur l'autre οἱ leur point d’intersection étant le 
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même que celui des axes de la courbe, on prolite de 
cette parlicularité pour rapporter les points de l’hyper- 
bole à ses deux asymptotes considérées comme axes 
rectangulaires des x et des y (fig. 19). 

Nous allons montrer qu'on peut passer des axes 


transverse et non-transverse, aux asymptiotes, assez 


δὰ 
GEO 


se 
ie 
COCO 


ΗΝ “9 
se 

À “Ὁ 
\n 
à 
à 
Ὁ | RE ΤΣ se TR 

΄ ἣν RE ἣ à 
710. € ᾿σγηροήχ ὁ Dore 


Fig. τὸ. — Equation de Fhyprrhole équilatère 
rapportée à ses asymplioles. 


facilement et cela par de simples considérations géo 
métriques. Cet exercice ne sera pas du temps perdu, 
car il nous fournira des relations nouvelles très impor- 
tantes. 

Considérons la figure 19, dans laquelle Îles asymp- 
totes vont remplacer les axes des x et des y, l'axe 
fransverse étant incliné de 45°. 
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L'Hyperbole étant équilatère OP — PD = PC (car le 
triangle COD est rectangie et isocèle) et comme on a 
OP? — MP? — at, 

on aura aussi 
PCi — Μρϑ -- αἱ {car PC = OP) 

d'où 
(1) (PG + MP) (PC — MP) = a? 

Mais 

PC + MP = MD et PC — MP — CM 
(1) deviendra donc 
| MD x CM = α' 

Remarquons que les triangles ombrés sont des 
moitiés de carrés dont MD et CM sont des diagonales. 
Si donc nous posons ME = y et MH = x, nous pour- 


rons écrire : 
MD = ME 2 = y V2; 
CM = MH V2 = x Va; 


Donc 
MD.CM = a! 
devient 
y V2. Μη Va = dt; 
et l’on a : 


a? 
Xy = Fan = constante. 


c'est l'équation de l’hyperbole équilatère rapportée à ses 
asymptotes. 
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On lui donne souvent une autre forme en rempla- 
a Ὁ: 
çant ἘΣ par τὰς 
Car οἷ --- a? + δ᾽ devient ici c? — λαἶ (puisque b — a) 
d'où 


ri a? c? 
RTE SET: à 
Ainsi 
1} = ὯΞ devient zxy cr 
2 Ά 


ΠΣ ὩΣ 
29. La valeur A qui est une constante est souvent 


désignée par k? : c’est ce que l’on appelle la puissance | 


de l'hyperbole. 


30. En résumé, l'équation de l'hyperbole équilatère 
peut être représentée par 
æy τ k* (constante), 
k peut être pris pour unité et l’on ἃ dans ce cas : 


Ty = 1 d’où yæ—. 


Eee : Ι 
Ainsi la fonction τὸς qu'on rencontre assez souvent 


en Algèbre, est représentée par une hyperbole 


31. Si l'on avait æy — Καὶ (un nombre quelconque) 


; k I : 
on auraity — ou y= k x — et l'on voit que c'est 
εἶ; li 
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encore la variation de τ qui donnerait les variations 
de la fonction y. 

Pour étudier cette fonction pratiquement, donnons 
à æ des valeurs positives successivement croissantes. 


1 
Pour t T,—10 TT CL 
1 
ΧΦ ΞΞ | Et τ 
; 1 
TER PS τ τ USD 
1 
A | PSG ΤῊ πὰ τῶν 
1 
WT 10 y = πε = 0,120 
1 
La Ὁ) D ῃ “9.1 


Ainsi la fonction y décroît ; partant de l'infini, la 
courbe tend à rejoindre lasymptote, axe des x, de 
même qu’elle est asymptote à l’axe des y. Cette partie 
de la courbe est renferméc dans l’angle supérieur de 
droite (fig. 20). 

Maintenant, donnons les mêmes valeurs numériques 
à y en les affectant du signe —, nous aurons : 


1 
pour æ = — 1 J = — = — | 
1 
ὭΣ — ΞΡ Η —— y: = — 0,5 
1 
1 = — 10 y=—g= 01 
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Nous obtiendrons une courbe symétrique de la pre- 


4 - 
33. Soit en effet la fonction y = Fe γὴν Si nous 
mière. mais cette fois, les branches de tl’hyperbols 


ϊ 
sons (ὦ --- ΑἹ — x' nous aurons y = FE et on est 


Ε΄ 
ramené à la forme τα 


14 Soit encore la fonction Υ͂ Ξξξ 3x +9: nous 


pouvons écrire sous cette forme 


I 
; 2 
Ν y = —— 3 
X— —— 
3 
Y! VE 1 
Si nous posons 
Fig. 20. : 2 ἘΝ " 
= L— --, τς — ------Ὁἡ 
3 " ὄχον. 
seront contenues dans l’angle inférieur de gauche 
(fig. 20). Fonction homographique. 
35. La fonction suivante dite hkomographique 
, ax + b 
32. Les fonctions De ——_— 
3 à Y a'x + b' 
y — 1 ME ax+b paraît de prime abord plus délicale À étudier, car vile 
Χ,-- ἃ + AX HD TXT Ep ἱ 
renferme x au numérateur. IE faut donc trouver un 
où «a, ὁ, α΄, b', sont des quantités données, peuven artifice pour le faire disparaître. À cet effet, ajoutons 
toutes se ramener à la fonction précédente : a 
P et retranchons ΠΙ au second membre, nous aurons 
4 
σαι ἡ α ax + ὃ a 


23. POUR COMPRENDRE LE CALCUL DIFFÉRENTIEL 


Effectuons la soustraction dans le second membre, 


il vient : 
a a'b — αδ' I 
a a'? | b' 


ΝῊ —— 
Na 


Le dernier facteur est ainsi ramcné à la forme pré- 


cédente. 
Exemple : 
_ x 
T—9 


3 
Ajoutons et retranchons si nous aurons : 


85 — ὃ 9 


8 ᾿ 
Pere est une forme éludiée plus haut (n° 53); 


elle peut s’écrire en effet : 


I 
U = 9: ἜΣ . 


36. Conclusion : Toutes ces fonctions sont reprèé- 
sentées par des hyperboles équilatères 


Application pratique. Moyen de reconnaître une 
hyperbole équilatère. 
37. Supposons qu'on ait construit une courbe en 
Physique à l'aide de données expérimentales. Nous 


voulons savoir si cette courbe est une parabale où une 
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hyperbole équilatère. Dans la parabole, les ordonnées 
représentent les carrés des abscisses, nous l'avons dé- 
montré. Pour i'hyperhole équilatère, nous aurons une 
autre relation : nous avons vu que, dans ce cas, nous 


pouvons écrire 
ΟὟ = ἠδ = constante. 


Ceci nous indique que le produit des ordonnées par 
les abscisses sera toujours constant. La figure 21 va 


nous montrer ce résultat. 


Valeurs de æ Valeurs de ἢ produit (& X y) 


δ προ terex 4 


= à | &æ| = 


I 
ἘΝ 
Ἅ 
βαρ ee D let 
I 
[A 


are re : 


Ainsi, les produils successifs de æ par y sont tous 
égaux à 1 ; la formule qui répond à cette constatation 


Ι 
est donc y = Ὄ- Dans la figure 21, on peut voir 


d'ailleurs que tous les rectangles ombrés sont équiva- 
MOREUX, — Calcul différentiel. 4 
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lents en surface à celle du carré dont l’ordonnée est 
y = 1 et l’abscisse x = 1. 

Soit maintenant à construire une hyperbole en pre- 
nant comme abscisses les distances marquées hori- 
zontalement sur un papier quadrillé. Ces distances à 
l’origine seront 1, 2, 3, 4, 5, 6, etc... Donnons-nous 
un nombre qui exprimera le produit constant de x 
par y; soit 120 ce nombre. Je n’au- 


rai, pour trouver les ordonnées cor- 
respondantes, qu’à diviser 120 suc- 
cessivement par 1, 2, 3, 4, 5, 6. 

J'aurai pour abscisses : 1, 2, 3, 
4, 5, 0... 

J'aurai pour ordonnéces : 120, 60, 
40, 30, 24, 20... 

in multipliant 105 nombres su- 


perposés, 5 par 24 par exemple, 


a 
AR ARR NS Ba - 
| Penn TE 
= 12 | 
2 Ὁ ἱ 
Fig. 21. 


j'aurai 120 ; 3 par 40 ; 2 par 60 donneront toujours 
120, etc. 

Appliquons ces principes à une expérience de Phy- 
sique bien connue ; la loi de l'Abbé Mariotte qui nous 
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dit que les volumes d'unx masse gazeuse varient en 
raison inverse des pressions. 

Mesurons un volume V sous une pression connue P; 
puis faisons croître la pression jus- 


qu’en P’, mesurons de nouveau son 
volume V'. Portons maintenant 168 
volumes en ahscisses x et les pres- 


M 
δ sions en ordonnées y La courbe (fig. 22} 
Vas 
SE qui joindra les points 
à τω... l'intersection des x et 
ns epmmome ce σύ des y sera une hyper- 
Volurres= Me 
bole. Pourquoi ? Parce 
Fig. a. — Courbe représents- 


tive de la lai de Mariotte. que la loi de Mariotte 
s'écril sous cette forme 
V | à 
γ' ΞΡ (volumes en raison inverse des pressions). 
d'où je déduis 

ΥΡ -- ΥἹΡ' οὐ 1xy — αἱ'γ' ; 


donc la pression mullipliée par le volume correspon- 


dant est un nombre conslant ; 
donc æy — x'y = constante, soit VP = κ᾿ 


d'où V = OUT = — 
y 


P 


représentation de l'hyperbole. 


Nous arrêlerons là ces considéralions sur la repré- 
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sentation graphique des fonctions. Pour pousser plus 
avant, il sera nécessaire d'aborder l'étude des dérivées, 
mais auparavant essayons de faire comprendre les 
moyens nouveaux que nous emploierons dans la 


suite. 


Nota. — L'élève pourra compléter les notions pré- 
cédentes en étudiant les Leçons V, VI et VIT de Pour 
comprendre la Géométrie Analylique (Mème Collec- 
tion). 


TROISIÈME LECON 


LE CALCUL INFINITÉSIMAL 
LES DÉRIVÉES 


38. L'étude des fonctions appartient à l’Algèbre, 
mais seule, cette science ne saurait nous conduire 
bien loin. Dès qu’on veut examiner comment se com- 
porte une fonction donnée, il faut avoir recours à ur: 
procédé graphique ; c'est ce que nous avons montré, 
Toutefois, cette méthode elle-même n’est, dans pres- 
que tous les cas, qu’une représentalion grossière, une 
sorte de schéma de la fonction, schéma d'autant plus 
exact toutefois, qu’on augmente ses dimensions. Les 
architectes et les ingénieurs n'ont gardo de l’oubliæ 
et, en construisant leurs figures, ils savent à quelle 
approximation ils peuvent atteindre. 

[Il y a donc lieu de chercher des méthodes plus pré- 
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cises pour analyser la marche générale d’une fonction 
pour nous permellre aussi de trouver ses maxima et 
ses minima, pour savoir si elle est croissante ou 
décroissante, etc... 

C'est d'ailleurs pour résjudre ces difficultés et d’au- 
tres du même genre, insurmontables par l’Algèbre 
ordinaire, que les mathématiciens en sont venus peu 
à peu à inventer le Calcul infinitésimal, dont le Calcul 
différentiel n’est qu'une partie. 

Pour comprendre lrès exactement ce qu'est le Cal- 
cul différentiel, il vous faudra étudier toute la matière 
de ce volume : dès maintenant, une définition ne vous 
dirait rien et vous ne seriez pas à même d'en saisir le 
sens el ia portée. 

Cependant, je voudrais essayer, avant de nous lan- 
cer à fond dans cette partie de l'Analyse mathéma- 
tique, de vous montrer sommairement le principe, 
sinon le mécanisme complet, de cet appareil puissant 
que les anciens mathématiciens n'avaient pas à leur 
disposition. 


39. Considérons un triangle rectangle d'hypoténuse 
OM, et de côtés OH = x et ΜΗ — y (fig. 23). 


L'équation de la droite OM (hypoténuse) rapportée 
à deux axes de coordonnées rectangulaires d'origine O, 
s'écrira, d’après le πὸ 6 (2° cas) : 


væ TT. 
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La droite OM passe bien par le point O, origine, qui 
a zéro pour abscisse et zéro pour ordonnée : car si 
z—0,ÿY= 0. 

Mais la fonction y = ax 


peut se mettre sous cette forme a = À 


et nous avons vu que tous les points de OM répondent 
À cette dernière équation; en d’autres termes, quel 
que soit le point de OM, dont on abaisse des ordon- 
nées, ces ordonnées seront loujours, vis-à-vis des 
abscisses correspondantes, dans le rapport constant de 


ἱ 


y à x, c'est-à-dire que nous CR 
aurons LOUjOUrs : De 


Faisons y = ὃ etx = 3 uni- 


IN 


ἱ 
Ke 


| 
: 


tés, nous aurons pour rapporl: 


+ | 


LT 
©} 


3 Fig. 23. 


du — æœ — = | 


3 

Maintenant construisons dans le mêm.: triangle, des 
triangles partieis en donnant à y des valeurs succes- 
sives de 2,1, 0,5 (fig 24); 
nous aurons pour æ les valeurs successives de 2; 1; 
0, ; 
et le rapport des côtés y et æ ne sera pas changé, il 
sera touiours égal à τι, ce qui veut dire que tous ces 
triangles rectangles nemblables serant isocèles et 
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représenteront des demi-carrés, dont l’hypolénuse 
sera la diagonale. 

Cette hypolénuse aura donc pour pente, par rap- 
port à la base, 450. 


Ainsi, non seulement l'équation a — _ représente 


la droite OM ou i’hypoténuse 
de notre triangle rectangle, 
mais la valeur a du rapport 


Ξ , nous fournit en quelque 


sorte l'inclinaison de OM. 
En effet, construisons main- 
tenant un second triangle rec- 


tangle dans lequel la base 
restant la même (x —3), la 
hauteur ait une valeur moindre; soit y = ἃ; le 
rapport s’écrira à l’aide de la M 
même formule; mais, cette ci 
fois, «a prendra une autre va- 
leur, plus petite que la pré: 


ed 
cédente (fig. 25) RD UE δ ΜΙ ΠΟΤ, ὙΔ1) 
6 x=3 H 
HET As Al 
am Qua<<1: 
x 3 ᾿ Fig. 25. 


<onc, l'angle en Ὁ est plus 
petit que 45°, l'inclinaison, est plus faible que dans le 
cas précédent. Elle serait plus forte si nous posions 
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y τὸ ἃ; restant toujours égal à 3, comme dans la 


figure 26. 
Cette fois nous avons en effet 
a «= y = τι Φ0Ο0 6» Ξ, 
z y 


donc inclinaison supérieure à 45°. 


Et tous ces résultats sont vrais quelle que soit la 


grandeur absolue des triangles Μ 


considérés. Aussi petite que 
nous supposerons l'hypoté- 
uuse dans chacun des trois 
triangles précédents, nous Ἶ 
aurons toujours comme va- re à 
leur a du rapport de γ 


à TX: 
pour le premier : a = 8/3 


VAR VESER 

0 319 + 

pour le second : a = 2/3 ἡ à " 
+ Fig. 16. 

pour le troisième : a == 4/3 ma 


Et si l'hypoténuse devient infiniment petite, que 
se passera-t-il ? | 
40. Entendons-nous bien; Vinfiniment pet en 
mathématiques, nous l'avons vu, n'est pas synonyme 
de zéro; c’est encore une grandeur, maïs qui a pour 


limite zéro. Rappelez-vous le polygone régulier inscrit: 
du moment que nous doublons ses côtés, le périmètre 


tend vers la circonuférence : les côtés. eux, diminuent À 
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mesure ; leur grandeur est donc une variable et cette 
variable tend vers la limite zéro, tout comme le péri- 
mètre tend vers sa limite, qui est la circonférence. 

Jr, vien ne nous empâche de faire ces côtés aussi 
petits que nous le désirerons, aussi rapprochés de 
éro que nous voudrons, en d’autres termes infiniment 
petits. 

De même en est-il pour l'hypoténuse de nos 
triangles qui, si nous les diminuons sans cesse, ten 
dent vers zéro qui est leur limite. 

Toutefois, même quand nos triangles auront des 
côtés infiniment petits, les rapports de ces côtés ne 
seront pas changés; ils resteront ce qu'ils étaient et 
nous aurons toujours entre y et x le rapport a — 3/3, 
ou 2/3, ou 4/3, suivant que nous aurons opéré sur 
l'un des trois. 

Si vous avez bien saisi ce que je viens d'exposer, 
vous êtes on ne peut mieux préparé à comprendre le 
mécanisme du Calcul infinitésimal. 


41. Reprenons nos trois triangles précédents, décou- 
pons-les dans une feuille de papier et disposons-les 
suivant la figure 27, en ayant soin de mettre ex bas, 
celui dont l'hypolénuse ἃ la plus pelite inclinaison : 
le premier, dont nous avons parlé (demi-carré) occu- 
pant le milieu. 


Supposons maintenant un voyageur partant de Ὁ et 


NI PR ΚΑν ποσ τοῖς 
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Fig. 27 
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se dirigeant vers M, M', M”. ἢ suivra une ligne brisée, 
mais chaque fois qu'il changera de tronçon, le rap- 


ÿ ; 
port a = Ὡ variant Sans cesse et passant successi- 


vement de 2/3 à 3/3 et à 4/3, l'avertira que son incli- 
naison, par rapport à la base de chaque triangle, aug- 
mente de plus en plus. 

Les tronçons OM, MM’, M'M" peuvent être consi- 
dérés comme des tangentes à une courbe passant par 


les points .nilieux des tronçons (fig. 28). Si nous fai- ἡ 


sions les triangles plus petits, nous serions un peu 
dans le cas du polygone régulier circonscrit qui 
enserre de plus en plus la circonférence avec laquelle 
il tend à se confondre à la limite. 

C'est ce que montre la figure 29 où les trois grands 
triangles sont remplacés par neuf plus petits dont les 


hypoténuses sont encore tangentes à la courbe. Au 


lieu de 4, mettons-en 1 000, 100 000 ; il est clair qu'à 
un moment donné, les sommets seront si rapprochés 
que cela reviendra à construire la courbe par points. 
Or, quel que soit le nombre de nos petits triangles et 
aussi réduits que soient leurs côtés, chaque hypothé- 
ause sera encore tangente à la courbe envisagée, l'in- 
clinaison de cette tangente nous donnera donc l'allure 
de la courbe au point correspondant. 

Comme, d'autre part, toute fonction peut être mise 


sous une forme graphique, si nous parvenons À fixer 
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ia position de la tangente en un point quelconque de 
la courbe représentative de cette fonction, nous sau- 
rons si notre courbe monte ou descend, si elle passe 
par un maximum ou un minimum ; si elle subit un 
point d’inflexion, etc... (fig. 30). 

Analyser ainsi une courbe ou une fonction, au 


er 


moyen de ses tangentes successives, voilà ce qui s’ap- 


Fig. 30. 


pelle faire du Calcul différentiel. 

4 Au reste, cette partie des Mathématiques a cu préci- 
sément comme origine ce qu’on appelait autrefois 
«le problème des tangentes », c’est-à-dire la déter- 
mination des tangentes aux courbes en général. 

A partir du moment où Descartes eut donné une 
définition satisfaisante de la tangenite à une courbe, 
les malhématiciens se mirent à l’œuvre et c’est à 
Roberval οἱ à Fermat que nous devons d’avoir posé 
les premiers principes du Calcul infinilésimal qui, 
entre les mains de Newton et de Leibniz, devait 
conduire à la solution cherchée. 

Aujourd’hui, on étudie encore l’allure d’une courbe 


ou d’une fonction au moyen de leurs tangentes, mais 
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ce fameux problème des tangentes a été singulière- 
ment simplifié à l’aide de la notion de dérivée, intro- 
duite dans la science par le grand mathématicien 
français Lagrange. C'est ce qui fera l'objet du cha- 
pitre suivant. 


42. J'ai dit que le Calcul différentiel n'était qu'une 
branche du Calcul infinitésunal. Celui-ci comporte, 
en effet, d’autres recherches qui constituent ce qu’on 


6 appelle le Calcu! intégral, 


M Μ᾿ dont il me reste à vous 
entretenir. 


Fiat Ba, Considéronsun polygone 

régulier quelcouque ins- 
crit dans une circonférence (fig. 31) ot soient AB, BC, 
deux de ses côtés : si nous doublons ces derniers, le 
périmètre AMBM'C aura augmenté par rapport au 
précédent ABC. Le nouveau périmètre se rapproche 
de la circonférence qui est la limite vers laquelle il 
tend. 

Maïs nous pouvons également constater que [ὁ 
polygone primitif s’augmente à chaque fois de trian- 
gles partiels, tels que ΑΜΒ, BM'C. Plus nous mullti- 
plierons ces triangles en doublant le nombre des côtés 
et plus la surface du polygone inscrit se rapprochera 
de la surface du cercle qui est sa limite. 


Si les triangles ainsi ajoutés, deviennent infiniment 
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petits nous aurons un polygone qui diftérera d'aussi 
peu que nous voudrons du cercle circonscrit et ce sera 
un nouveau problème de chercher à totaliser tous ces 
triangles, à ajouter leur surface à celle du polygone 
d’où nous sommes partis. Celle fois, nous ne faisons 
plus une décomposition, mais une intégration; et la 
question relève du Calcul intégral. 

Le mécanisme de ce procédé nu est pas entièrement 
nouveau pour vous, puisque c’est à l'aide du polygone 
inscrit que nous avons trouvé, en Gévmétrie plane 
(n° 202), la surface du cercle après avoir tixé lu ivu- 
gueur de la circonférence par rapport au diamètre. Le 
résultat que vous connaissez : 

surface du cercle —= x R", 
n’est autre qu'une intégralion de toutes ces surfaces 
élémentaires comprises dans la circonférence, consi- 
dérée comme la limite vers laquelle tend tout poly- 
gone régulier inscrit dont on double indéfiniment le 
nombre des côtés. 

Ainsi, comme M. Jourdain faisait de la prose san: 
le savoir, vous avez bel et bien fait du Calcul intégral 
sans vous en douter. 

[l'est vrai qu'en la circonstance, nous avions large- 
ment emprunté à l'intuition ; mais n'oublions pas que 
l'intuition est vite à bout de ses ressources ; en bien 
des cas. je le sais, elle indique la voie à suivre, mais 


«fe ὁδὶ La plupart du Lemps impuissante à mcner au 
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but, parce qu'elle manque de précision. Ces mé- 
thode sûres et souvent expéditives, le raisonnement, 
aidé du mécanisme automatique qu'ont créé {es 
mathématiciens, peut seul nous les apprendre; un 
tout petit effort et vous les connaîtrez bientôt. 


QU'EST-CE QU'UNE DÉRIVÉE? 


43. Maintenant que nous savons en quoi consiste 
une fonction et la façon de représenter graphique- 
ment une fonclion donnée, nous allons aborder 96 qui 
est la base même du Calcul 
différentiel : La notion de déri- 
vée. Une définition telle que la 
donnent les livres classiques, 
ne ferait qu'obscurcir notre 
sujet. Fidèle à notre méthode, 
nous allons prendre des 
exemples tirés de la Géométrie 
et chercher à nous faire une 
première idée de ce que les 


ROUE LA mathématiciens appellent une 
| | dérivée. 

4 Le LE ς Soit la fonction y = æx?, 

Mig da, 1 Nous avons vu (n° 14) 


que cette fonclion est re- 
présentée géométriquem.ent par unc paraboleayant son 
Sommet à l'intersection des axes des ΖΦ οἱ des y, 
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fig. 32). Nous avons aussi appris en Géométrie dans 
l'Espace (n° 128) à mener une langente à la parabole 


au moyen d'une règle et d'un compas. Mais on peut 


opérer d'autre façon et l’on arrive fort bien à tracer 
cette tangente par points, tout comme nous l’avons fait 
pour la courbe; cela revient à chercher (en langage 
mathématique) l'équation de la tangente, de même 
que nous avons trouvé l'équalion de la parabole. Dans 
les deux cas, tangente et parabole sont rapportées aux 
2 axes de coordonnées OX et OY. 


44. Soit, par exemple, un point M de la tangente sur 
la parabole, et ayant pour coordonnées x = 2 et y — 4. 
Pour caractériser cette position, il faut que l’on trouve 
une équation du 1°" degré quisoit vérifiée quand nous 


remplacerons æ par 2et y par 4 ; c'est-à-dire que nous 
devrons avoir : 


(x) ÿ—4—=a(x—2) (v.n:2) 


Ici, la lettre a est une inconnue que nous allons 
considérer comme [6116 dans l'équation précédente et 
que nous allons déterminer. De (1) on Lire en etfet - 


(a) a = —— , 


Nous savons aussi que la langente à la parabole au 
point M est la limile d'une sécante mobile passant en M 


et en un point très voisin, quand ce dernier 86 rap- 
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sroche de M. Cherchons les valeurs de a pour plusieurs 
de ces sécanles. 

Les coordonnées ne seront plus exactement 2 et 4, 
mais des nombres très rapprochés des premiers. Si, 
par exemple, je donne la valeur 2,1 à ὦ; (abscisse), 
comme on a toujours y = x, l’ordonnée y deviendra 
2,1 X 2,1 = 4,4r ; et a, dans (2), prendra la valeur de 
4,1. Dès lors, nous pouvons former le tableau sui- 


van ἃ 
Valeurs de + Valcurs de y Valeurs de a 
pour ἃ = 2,1 y = 4,41 α == {4,1 
Ὁ = 3,01 y == h,0401 a = A,01 
Æ — 3,001 y —= 4,004001 a = 4,001 
ΟΣ A Se ΣΝ RTE 


Ainsi nous constatons que, à mesure que le 2° point 
se rapproche de M, a diminue constamment et se rap- 
proche de 4. Puisqu'il {end vers 4, nous pourrons 
prendre ce nombre comme valeur extrémement ap- 
prochée de a et nous écrirons sans erreur sensible 
l'équation de notre tangente : 

Y—4 = δίς — ) 
ou γ-ιῆ κα -- ἢ 

Nous voilà ramenés à l'équation générale d’une 
droite y — a æ +- ὃ, ainsi que nous l’avons vu (n° 6) 
el dans le cas particulier que nous considérons, nous 
avons pour notre langente qui est une droite, a = 4. 

Eh bien, c’est ce nombre a (ou 4) qu’on appelle 
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Dérivée de la fonction y = x°, au point x — 2 cor- 
respondant à y — 4, ou plus simplement 
Dérivée de la fonction pour x == ἃ. 


45. On déterminerait d’une façon analogue la tan: 
gente en un point quelconque de la parabole, ou 
encore la tangente en un point quelconque d’une autre 
courbe. 

! Soit, par exemple, l'équation d’une hyperbole déjà 
considérée (n° 35) 
85 — ὃ 
() Die eme 
et cherchons la dérivée de celle fonction pour ἃ; — 4, 
ou, si l’on préfère, le nombre a relatif au point x == 4. 
Dans ce cas, 


(ὃ X 4)—3 _ 9 _ 
A AU Le a pl 


L'équation de la tangenle passant en ce point, sera 
évidemment : 
ὃ — 4,9 "- (1 [5 ---- ἀ); 
d'où 


(2) ᾶ μα ------ με 


Donnons ἃ x dans (1) des valeurs successives sa 
vapprochant de 4; pour la commodité des calculs (1) 
peut être mis sous la forme 


VSfrinr), 


! ; 
9 ZT --- ἃ 
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Nous aurons alors . 


Valeurs de x Valeurs de y Valeurs àâe a 
3X 3, .3 

TC mm {4,1 y nus 5" og ἫΝ —/4,4285. » + a=—79,719 
3 X 3,01 ,03 

Χ παή,ΟἹ ÿ = CAE = =4,4029, « A=—0,79 


3X3,001 a,003 rene τῷ 
= = —— = Γ--" Ἅ = — rû 
ΡΟΝ ὧν 2,007 2,001 1499 7 


On peut donc prendre le nombre — 0,75 comme 
valeur très approchée de a, et l'on dira que 
— 0,75 est la valeur de la dérivée de la fonction 
ἃς — 3 


2 = Hs Pourx =. 


Remarquons en passant que nous aurions pu, au lieu 
de donner à x des valeurs approchant de 4 par excès, 
lui donner des valeurs l’approchant par défaut, soient : 
3.9 ; 3,99; 3,999... nous serions arrivés au même 
résultat et nous aurions encore trouvé ἃ τες — 0,7. 


46. Nous voilà donc en possession d'une méthode 
permettant de calculer la dérivée d’une fonction quel- 


conque pour une valeur donnée de x. Mais celte 
méthode de tâtonnement est longues et ne saurait, au 
fond, nous donner qu'une valeur très approchée de 
la dérivée et non sa valeur exacle. 


Telle quelle cependant, elle nous a déjà permis de 


nous faire une idée du raécanisme par lequel le mathé- 
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maticien arrive à fixer celte nolion essentielle de la 
dérivée, qui joue un rôle imporlant dans ce que l’on 
appelle l'Analyse. 

Dans les exemples précédents, nous avons considéré 
des points se rapprochant de plus en plus de M, c’est- 
à-dire ayant des abscisses de plus en plus voisines de 
ἡ, donc différant de 4 de quantités aussi petiles que 
nous avons voulu, infiniment petites comme l'on dit, 
el nous comprenons dès maintenant qu'il peut exisler 
un procédé de calcul infinitésimal que les anciens 
avaient seulement soupçonné. 

Toutefois, ces seules considérations ne mènent à 
rien de précis; pour arriver à un résultat fécond, il 
fallait élablir des rapports entre les grandeurs in/fini- 
ment peliles el c'est là précisément le véritable objet 
du Calculdifférentiel. 

Le calcul des sommes de grandeurs infiniment 
pelites, que nous éludierons dans un autre volume, 
fail aujourd'hui, nous l’avons déjà dit, l'objet de ce 
que l’on appelle le Calcul intégral. Revenons donc au 
Calcul différentiel et essayons de fixer la définilion de 
dérivée. Notre première méthode, qui n’a été qu'une 
iniliation, à eu cependant un avantage ; elle nous ἃ 
montré que si nous reprenions nos calculs pour d’autres 
valeurs de æ, c'est-à-dire pour d’autres points diffé- 
rents sur nos courbes, nous lrouverions des valeurs 
différentes pour la dérivée de la fonction étudiée. 
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Ainsi, la dérivée a varie avec x, elle dépend donc 
de x et à ce titre est une fonction de x (c'est d’ailleurs 
ce que nous avons déjà démontré au chapitre précé- 
dent). 

Nous allons maintenant chercher son expression 
sous cette dernière forme ; dès lors, il suffra de subs- 
tituer à æ la valeur donnée ct l'on oktiendra automa- 
liquement, rapidement, et d'une manière précise, la 


valeur de la dérivée. 


41. Reprenons à cet eflet, l'exemple du n°44. Afin 
de calculer la dérivée pour le cas où æ == 2, nous avons 
écrit : 

“ἈΠ 


dus, 
x —2 


puis, donnant à x des valeurs de plus en plus a; pro- 
chées de ἃ, nous avons déduit la valeur correspon- 
dante de y et opéré la division indiquée ; nous trou- 
vions ainsi les valeurs de a relatives à des sécantes 
passant en M et en un point s'approchant de plus en 
plus de M. 

Mais comme nous avons défini la tangente en M : la 
position limite d’une sécante passant en M el en un 
point qui se rapproche indéfiniment de M, on voit 
que la dérivée peut elle-même se définir comme une limite. 


ς -- ἡ : 
Le dénominateur de la fraction = est en effet 
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la différence de deux valeurs se rapprochant indéfni- 
ment l'une de l’autre ; le numérateur est aussi /a diffé- 
rence de deux valeurs indéfiniment voisines de y. 

La dérivée est donc, en fait, la limite du quotient de 
ces deux dfjérences. 


L'accroissement Delta. 

48. Maïs ici, une remarque est nécessaire : lorsqu'ils 
parlent de ces différences, les mathématiciens em- 
ploient un autre mot : ils disent accroissements et 18 
raison en est très simple, comme vous allez le voir. 

Supposons qu'en étudiant la fonction y τὸ x, jo 
donne successivement deux valeurs différentes à x, 
par exemple 2, puis 3 ; j'aurai : 


ΩΣ == ἃ, d'où y — 4 
et x =æ 3, d'où y = 9. 


Ainsi, quand x passe de la valeur 2 à celle de 3, il 
varie, il augmente d'une différence de 3 — à = ὺ unité 
Cette variation, vous le voyez, est bien un véritable 
acéroissement pour æ. 

Et à cel accroissement de x, correspond aussi un 
accroissement de y. puisque ce dernier a augmenté de 
9 — 4, c'est-à-dire de 5 unités. 

Pour représenter cet accroissement de æ, les mathé- 
maticiens ont décidé, d’un commun accord, à em- 
ployer la lettre grecque À ‘qui correspond à notre D 
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majuscule et qu'on prononce grand Delta, ou plus 
simplement Della (x). 

Ainsi l’accroissement de x s'’écrira Ax et se pronon- 
cera Della x. 

Ici, on écrirait : Ax=1 et Ay= 5. 

Entendons-nous bien et n'allons pas tomber dans 
l'erreur de quelques étudiants qui, ou début, ne 
manquent jamais de considérer Ax comme le produit 
de deux quantités. En Algèbre, en effet, bx veut dire 
ὃ X x, mais dans le calcul différentiel, δὺς désigne 
une seule et même quantitéet non le produit de Δ par x. 

Ax représente toujours un accroissement, ou plus 
exactement, la Différence de deux quantités, et c’est 
pourquoi on a choisi la lettre D grecque ou Delta. 

Remarquons, enfin que le mot accroissement con- 
serve ici son sens algébrique : il peut donc être aussi 
bien négatif que positif. 

La fonction étudiée au n° 35 va nous fournir im mé- 


diatement un exemple d'accroissement négatif. 
85 — 3 
Donnons en effet à x dans y — A RUE οἱ les valeurs 


successives de 3 et de ὃ, nous aurons pour : 


-3 

x = 8, υ-- 3 :- 0; 
15 — 3 

ἃ τα ὃ, y = 5 — à = 84, 


(1) Le delta minuscule s'écrit δ, 
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L'accroissement pour z est posilif : 
Δα σα -- ὃ ΞΞ Ἢ ἅ, 
Maïs celui de g est négalif : 
Ay = ἢ —6 == --- ἁ (1). 
Revenons maintenant à nos dérivées et reprenons 
encore une fois l'exemple 


y — 4 
E—9 


Assigner À x des valeurs de plus en plus proches de 
ἃ, c'est lui donner, à partir de 2, des accroissements 
de plus en plus petits ; en somme, c’est faire 

ΖΦ πὸ  -[- Δα; 
puis faire diminuer Aæx indéfiniment; mais, comme 
conséquence, nous aurons pour y un accroissement 
qui diminuera aussi indéfiniment et nous pourrons 


écrire : 
_ G+ay)—4 __ ay ἄρίψος et 
TT G+ At)— 2 At ou dérivée — limite | 


Définition exacte de la dérivée, 

49, Dès lors nous voyons clairement que la dérivée 
peut se définir: 

La limite du quotient de l'accroissement de y (ou de 
la fonction) par l'accroissement de x (ou de Ia va- 


(1) C'est-à-dire que si x passe de ὃ à δ (augmonte), y passe de 
6 à 4 (diminue). 
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riable) quand ce dernier accroissement diminue indé. 
finiment (c'est-à-dire quand il tend vers zéro). 

Voilà, cette fois, la véritable définition de la dé- 
rivée, la définition classique, celle que vous trouverez 
dans tous les Traités de Mathématiques, au commen- 
cement du chapitre intitulé : DÉRIVÉES. Vous com- 
prenez qu'une telle phrase placée là, sans préambule 
soit bien de nature à rebuler les commencants : en 
fait, il n'y a pas un élève sur vingt qui parvienne, dès 
le début, à comprendre et à s'assimiler une telle défi- 
nition. 

À y regarder de près, en effet, la notion de dérivée 
n’est pas aussi simple qu'elle le paraît; elle suppose 
qu'on ἃ bien en main celle de limite et c’est la raison 
pour laquelle j'ai tant insisté sur ce point dans le 
volume de la Géométrie plane qu® vous ferez bien de 
relire aux pages 195 et suivantes. 


Quelques remarques sur les exposants algébriques. 

50. De même, je conseille ἃ tous ceux qui entre- 
prendront l'étude du Calcul différentiel, de se familia- 
viser avec les méthodes algébriques : ils ne sauraient 
trop s'exercer au maniement des formules. Refaire un 
à un lous les problèmes donnés dans Pour comprendre 
l'Algèbre, posséder bien à fond ce traité élémentaire, 
Υ compris les chapitres sur les Logarithmes, leur sera 


d'un grand secours s'ils veulent pousser plus avant 
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D'ailleurs, à mesure que les difficultés iront en crois- 
sant, nous les aplanirons et donnerons les notions 
nécessaires. C'est ainsi que nous allons compléter 
immédiatement ce que nous avons dit sur les expo- 
sants el la manière de les employer dans quelques 
opérations. 

Nous savons que & = a X a 

que =ax ax a 

Il s'ensuit que a? X a —{(a Χ a) X (a X a X α)ου 
AXAaXaXaxXa—= a". 

Donc, pour multiplier a’ par a’, il suffit, de même, 
d'ajouter les exposants et nous aurons : | 

α' Χ aa (car 3 +4 = 7). 

11 résulte de cette règle, que pour diviser αἱ par a!, 
nous devrons procéder d’une façon inverse ; il suffira 
de retrancher leurs exposants : 7 — ἡ —=3; d'où : 

a 


---- '“ὦ ai, 
[44 


De même, si nous divisons a‘ par αὐ, nous dirons : 
ἡ — 3 = 1; donc ; 
-- τς αὐστϑοι α΄. 
Mais, dans ce cas, l’exposant r ne s'écrit pas, car a! 
n’est autre que a lui-même. 
On a, en effet, αἴ — a X a X «a, 
d=axa; 


et AI 
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L’exposant zéro. 
51. Nous venons de voir que 


Mais que va-t-il se passer si nous divisons αὐ par αὐ ? 
Appliquons ici la règle générale : nous aurons à 
soustraire encore les deux exposants ; or 4 — 4 — 0. 


Nous pourrons donc écrire 
—- = ak-i ou a. 


Mais, d’autre part, toute quantité divisée par elle- 
même est égale à l’unité : 5/5 — 1; a/a — 1; d’où 


il suit que 


Ainsi, énoncer que at divisé par αὐ égale a ou 1, 
c’est exactement la même chose. 

Concluons donc que toute quantité affectée de l’ex- 
posant zéro égale un. 

Les exposants négatifs. 

52. Supposons maintenant qu’au lieu de diviser αἵ 
par αὖ, nous ayons à diviser at par αἵ, c’est-à-dire à 
diviser αὐ par «a affecté d’un exposant plus grand ; 
nous appliquerons encore la règle générale et nous 


poserons 
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Effectuons la soustraction des exposants, telle 
qu'elle est indiquée; nous aurons, algébriquement : 
&— ἡ —= — 5, d'où 


Ainsi nous obtenons un exposant négalif. 
Ce résultat peut facilement être interprété ; 11 suflit 
en effet d'écrire : | 
a* αἱ 
αὐ τν. ας" 


puis de simplifier en divisant numéraleur et dénomi- 


ἂ I 
nateur par a‘, ce qui nous donne æ- 


Donc 
ï 


απ." 


Nous saurons donc désormais que toute quantité 
affectée d’un exposant négatif, peut être représentée 
par une fraction dont le numérateur est 1 et 
dont le dénominateur n’est autre que cette même 
quantité avec son exposant positif, cetta fois. 


Quelques produits algébriques remarquables. 

53. Nous venons de voir comment une simplifica- 
lion nous ἃ aidé à transformer a—° en une quantité 
équivalente, c'est-à-dire égale sous une autre 
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forme : des artifices de ce genre sont nombreux en 
Algèbre. Il faut du temps et de l’entrainsinent pour 
connaître tous les aspects que peut prendre une même 
formule; un cours ne peut les énoncer tous, mais 
voici une liste de produits remarquables qu’il est bna 
de savoir par cœur ; quelques-uns nous sont d’ailleurs 


déjà connus 


Carré d'une somme de 2 quantités 
(a + db} — a + a ab +- δ᾽ 


(tous les termes sont posilifs). 


Carré d'une différence de 2 quantités 
(a — 6) = αὖ — 2 ab + δ' (ἃ ab devient négatif. 


Cube d'une somme de 2 quantités 
(a + δ)" ΞΞ α + ab + 3abt + δ", 


Cube d'une différence de 2 quantités 
(a — db} — αὃ — 3a°b + 3ab? — δι, 

Il faut savoir aussi que le produit de la somme 
{a + δ) de 2 quantités, par leur différence (a — b) 
égale la différence des carrés de ces 2 quantités. 
c'est-à-dire a? — δὲ, ce que nous écrirons : 

(a - ὃ) (a — δὲ) — a? — δῖ : 
le produit de a par ὁ ou ab, d'abord retranché, puis 


ajouté, a disparu dans l'expression finale. 
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On verrait de même que : 
αἰ — b3 — (a — ὃ) (a? + ab + δὴ. 

Ce sera un exercice très utile, de faire à tête reposée 
Loutes les multiplications indiquées dans les exemples 
précédents et de vérifier soigneusement les résultats. 

Dès le chapitre suivant, nous aurons l’occasion de 


uous servir de ces constatations. 


Nota. —Voir, pour compléter ces notions, notre 
volume : Pour contunuer ἢ Algèbre (Mème collection). 


QUATRIÈME LEÇON 


QUELQUES DÉRIVÉES IMPORTANTES 
À CONNAITRE 


54. Nous allons immédiatement mettre à profit nos 
premières acquisitions pour trouver l'expression de la 
fonction dérivée, c'est-à-dire pour fixer la valeur de 
la dérivée sous forme d'expression contenant æ, en 
d’autres termes sous forme de fonction de x. 

Cette leçon est très importante et je vous conseille 
d'y consacrer toute votre attention. D'ailleurs, chaque 
cas théorique sera ᾿ accompagné d'exemples et de 
quelques applications, ayant pour but de fixer dans 
votre mémoire les résultats obtenus. 

Commençons par la fonction y Ξε x? étudiée déjà à 


un autre point dé vue au n° 14. 


Dérivée de la fonction y =x". 
55. Si nous donnons à æ un accroissement Ax, y 
s'accroîtra également de Ay, ety, accru d’une petits 


me 


| 


QUELQUES DÉRIVÉES IMPORTANTES À CUNNAITRE { 


quantité, restera toujours égal au carré de x accru ἀκα 
Ax ; nous pourrons donc écrire : 

y + 9 (ὦ + ax); 
ou y + Ay — αἱ + 2x Aœ + (Δα). 
mais comme y = αὐ, nous pouvons supprimer ces 
quantités dans chaque membre, sans altérer l'équation 
el nous aurons: 

AY =2%. Δ + (At). 
Divisons maintenant par Δα; il viendr: : 


Ay À 
re Ξα 922 + à. 


Si Δα; diminue indéfiniment, le premier membre de 
l'égalité à pour limite, d'après la définition même, 
la dérivée, qu'on désigne généralement par Μ΄. (1) 

Le 2e membre ἃ pour limite 2% + 0 = 2%. 

Donc : dérivée ou γ᾽ = 2x. 

Si l’on fait ἃ = ἃ, on trouve y’ = ἡ; c'est bien la 
valeur que nous avions obtenue par notre méthode 
d'approximation (n° 43 et 44). 

Ainsi, la dérivée de la fonction y πα ©? est y! = 2%. 

Nous voyons que l’exposant ἃ est devenu coefficient 
de æ, et que l’exposant 2 de catte même variable a été 
diminué de α unité, puisque #* est devenu x, c'est-à- 


dire αἱ (ou x exposant 1). 


(x) Getle notation très simple pour exprimer la dérivée u été 
introduile par Lagrange. mathémoeticien frayçais. 


Mon£eux. —— Calcul différentiel. G 
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55 bis. Démonstration géométrique. — Ce résultat 
peut être rendu tangible par un procédé graphique 
qui aura l'avantage de montrer le mécanisme, pour 
ainsi dire, de la méthode. 

Soit un premier carré ayant æ pour côté; sa surface 
ou δ sera (v. fig. 33): 

S ou — x. 


Augmentons chaque côté d’une petite quantité Δα; ; 


μὰς. 33. 


chacun d'eux deviendra æ + 4x et Le nouveau carré aura 
pour surface: 

le carré primitif + 2 rectangles + un petit carré, 
ou 23 +a (x X' δ) + (Ax)*. 

Le carré primitif y (ou 42), lui, s'est accru de 4yet 
nous pouvons écrire : 

ay == ἃ (x. Ax) + (Δα), 

puisque ce carré primitif s'est accru des 1 rectangles 
ei du petit carré, comme on peut le voir sur la fig. 38. 

Ainsi : 
l'accroissement de surface — 2 rectangles + petit carré 
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lorsque les côtés du carré primitif ont augmenté 
chacun de 4x. 

Mais si Δα; diminue, le petit carré tendra vers zéro 
qui sera sa limite, alors que les deux rectangles ten- 
dront vers une épaisseur nulle, tout en conservant 
leur longueur x. C'est ce que montre le troisième 
carré de droite (fig. 33) où les ἃ côtés marqués æ ont 
été simplement épaissis ; le petit carré, dans ces con 
ditions, tendant à disparaître, nous voyons clairement 
comment se formera la dérivée g’'envisagée au numéro 


précédent. 


Dérivée de la fonction y = xs. 
56. Si x subit un accroissement Δα; il vient : 
g + Ay = (& + ax): 
Développons le 2° membre et nous aurons : 
g + Ay — a + 3 οἷ". 4x + 3 ὦ (ax)? + (ax. 
Tirant la valeur de AY, il vient : 

Ag == α' - 8 α΄. Δα + 3x (ax)? + (ax) — y; 
mais comme y —x' d'après l'énoncé, nous aurons 
finalement : 

ay = 3543. Ax + 3x (ax)? + (Δα). 
Et, divisant par δα: 


κι = 8.) + 3x.Ax + (Axh. 


À la limite, quand Az diminue in '‘finiment, le 
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premier memlre «devient la dérivée y'; le second 
membre devient : 3 x°+(3xz X o)+o=3x; 
d'où yo DIX: 

Par la même méthode, on calculerait aisément les 
dérivées de αἱ, x', x‘... et on trouverait 4 αὐ; 5 æ'; 


Dans tous ces exemples, on peut voir que la valeur 
de la dérivée se forme toujours de la même façon : 
l’'exposant primitif devient le coefficient de x et oelui- 
ci est affeoté de son ancien exposant diminué de une 
unité; par exemple, pour α", on a: 4 αὐτὶ = ἡ ὧδ; d'où, 
cette nouvelle règle générale, (en appelant τὰ l'exposani) : 

La dérivée de la fonction y = χ' est égale à mxm-1. 


57. À propos de la fonction y = x, nous pourrions 
faire des considérations géométriques analogues à 


Fig. 34. 


celles relatives à la fonction y = αὐ, mais, ici, nous 
aurions à considérer des cubes. 

Soit un premier cube ayant x pour côtés (fig. 54); 
si nous augimentons chaque côté x d’une petite quan- 
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tité Δ, nous pourrons constater que l'accroissement 
en volume est formé d'une série de parallélipipèdes 
reclangles se décomposant ainsi : 
3 ayant pour surface x* et pour épaisseurs Ag et dont 
le volume est : 3æ&?.Aæ; 
3 ayant (Δα) pour section et æ pour 
longueur et dont le volume est : 3æ (4x) ; 
1 cube ayant Ax pour côté et dont le 

volume est : (äm). 

Mais si Ax diminue, le petit cube (Ax} tend vers 
zéro, et tous les autres parallélipipèdes tendront vers 
une épaisseur Ax nulle, sans que leur dimension 
x ait changé; la section même (Aæ)* tendra vers zéro. 

Ainsi, la limite du rapport de l'accroissement de 
volume à l’accroissement du côté, quand ce dernier 
tend vers zéro sera 3æ°. 


Cas où il existe des coefficients. 

58. Supposons maintenant que des fonctions du 
genre ἢ) = æ? ou y — αὐ, possèdent des coefficients 
autres que l'unité, que deviendra la dérivée ? 

Soit la fonction y = 4æ°. 

Nous savons que pour y == &?, "2€; 
pour y = 4° ou ἡ fois x?, 
la dérivée y' sera 4 fois 2x, soit : y’ == 4 X 2x «= 8x. 

Un exemple géométrique fera mieux saisir encore 
ce résultat, 
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Traçons un petit carré ayant x pour côté (fig. 35), 
et plaçons côte à côte (comme dans la fig. 36) 4 carrés 


Fig. 35. 


Sou y = zx $ ou y = 4x 
y'= 22 Y'=h X κα = 8x 


égaux au premier, nous obtiendrons un grand carré 
dont la surface sera 4 fois x? ou 4x?, et nous voyons 
que la dérivée vaut bien 4 fois 2x ou 8x. 

On verrait de même que pour y = 7x*, on aurait 

W —7 X 2% κα τής 
Pour g = 11%, on aurait encore 
Μ΄ == 11 X 4x" = los 
(v. le développement aux exercices de la fin du cha- 
pitre). 

On peut donc énoncer la règle suivante qui se rap- 
porte aussi bien à un nombre entier qu’à un nombre 
fractionnaire, soit positif, soit négrtif. 

La dérivée de la fonctiar y = kxm est égale à 
k X mxm —1 en kmx m — 1, 


Applications. 
Nous pouvons dès maintenant donner quelques 
exemples de dérivées remarquables, 
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59. Puisque la dérivée de la fonction y = x? est 
y’ τῷ 2x, si x? représente un carré ayant ἃ pour côté 
on voit immédiatement que : 

La surface du carré a pour dérivée son demi-péri- 
mètre ou 2x. 


60. La fonction y — x ayant pour dérivée 3x°, il 
s’ensuit que : 

Le cube ayant pour côté x admet pour dérivée sa 
demi-surface latérale. 

(La surface latérale totale du cube équivaut en effet 
à 6 faces ayant x pour côtés, soit 6x*). 


61. Montrons maintenant que /a dérivée de l'aire du 
cercle est égale à la longueur de la circonférence. 
Soit en effet un cercle de rayon variable r. Sa sur- 
face scra (Géom. plane n° 202) : 
SIT 
Dérivons par rapport à r, nous aurons : 
Dérivée ou 5'΄ — n2r ou 2πΓ 


Or 2xr est bien en effet la longueur de la circon- 


férence. 


62. La dérivée du volume du cylindre de révolution 
est égale à la surface latérale. 

Soit un cylindre de révolution de hauteur cons- 
tante h, maïs dont le rayon de base est une variable r. 
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Le volume s'écrit (Géom. dans l'espace n° 36) : 
V = hr? 

Dérivons par rapport à r, en remarquant que πῆ, 
qui forme une constante, représente, ici, un coelii- 
cient pour r?, nous aurons : 

dérivée ou V' = πὴ X ar: 
ou V' = ὅπὴν 
ce qui est bien l'expression de la surface latérale 
(V. Géom. dans l'espace n° 36). 


63. La dérivée du volume de la sphère est égale à 
la surface de cette même sphère. 

Soit une sphère de rayon variable r ; le volume est 
(Géom. dans l'espace, n° 67) 


Dérivant par rapport à r : 


Von Lx x 8, 


ou V' = Ahrr° ; 

expression qui représente bien celle de la surface de 
la sphère (v. Géom. dans l’espace, n° 64); c'est d’ail- 
leurs, ainsi que nous l’avons démontré, la valeur de 
la surface de 4 grands cercles, c’est-à-dire 4 fois rr1, 


Dérivée de la fonction y := x. 
64. Nous pouvons immédiatement appliquer ici les 
règles déjà connues : le coeflicient k de æ est égal à 
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l'unité, soit Κα = 1; et l’'exposant de x est aussi égal 
ἃ τ, 5011 πὶ I. 

Il s'ensuit que le coefficient de x (dans la dérivée) 
qui doit avoir même valeur que l'exposant de æ (dans 
la fonction y) doit égaler 1 ; quant à l'exposant final 
(dans la dérivée), il vaut l'exposant de x (dans la fonc- 
tion g) diminué de 1 ; soit 1 — 1 τῷ 0. 

Ainsi, nous écrirons : 

g 1% τ" 
ou μ᾽ == 20 

Mais nous avons vu qu'une quantité ayant pour 
exposant zéro est toujours égale à l’unité (n° 51); donc 
x = 1, et il s'ensuit que la dérivée de la fonction 


y — x est : ) —=1 


Méthode directe. — On peut démontrer ce résultat 


directement. 


65. Si je donne à æ un accroissement Ax, la fonc- 
tion y varie, subit un accroissement correspondant Ay 
et devient ; 

y + Ay; 
d'où y + AY = x + Δα; 
mais comme ici y = %, il vient nécessairement : 


Ag = AT 


Δ : 
Le quotient : ΑΣ est toujours égal à τ, La dérivée y’, 
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limite de ce quotient, est donc elle-même égale à 1. 
Ainsi, l’on a 
y = 1. 
De là, cette règle : La dérivée de la variable indé- 
Jendante x, est égale à 1. 


Dérivée de la fonction y = 3x. 

66. Donnons à æ un accroissement ax ; il s’ensuivra, 
pour y, un accroissement Ay : 

y + ay = 3 (x + Δα) — 3x + 3ax: 

d'où AY = 3x + 3Ax — y 

Mais y = 3x, nous aurons donc finalement : 

AY “- 3x - ὅλα — 3x == 34% 
Δ 

et A rm 

67. La dérivée, limite de ce quotient, est égale à 8; 
donc g' = 3 (coefficient primitif de α). On verrait. de 
même que la dérivée de 4x est égale à 4 ; la dérivée de 
5x est égale à 5; etc... ce qu'on peut écrire, avec la 
notation de Lagrange : qi 

(8.5) = 3: (4x) «ἡ; (5x) = 5; etc... 

On peut donc généraliser et énoncer la règle sui- 
vante, très facile à vérifier directement : 

La dérivée de la fonotion y == kx (k étant une cons- 
tante) est γ' = k. 

k est considéré ici comme nn coefficient constant 
satier ou fractionnaire. | 
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Dérivée de la fonction y — k (constante). 

68. Ici, il ne subsiste dans le second membre qu'une 
constante k, coefficient de x (qui est absent); tout va 
donc se passer comme si nous avions affaire à la fonc- 
tion y Ξ καρ. 

Appliquant la règle générale, nous voyons que 
l'exposant zéro vient devant æ en coefficient, si bien 
que, finalement, nous avons pour valeur de la déri- 
vée : 

g=kxoxæx—1, 
ce qui signifie que le deuxièine membre a pour valeur 
zéro, 
d'où y = 0. 

Dans ce cas, la quantité ἐς est toujours constante et 
peut être représentée par un nombre, 6 par exemple. 
Cette fonction y — k a déjà été étudiée au n° 6, re" cas 
et nous avons vu qu'elle est représentée par une droite 
parallèle à OX, axe des æ (fig. 4). 


69. Méthode directe. — On peut démontrer direc- 
tement que la dérivée de la fonction y = Καὶ est égale à 
zéro; voici comment. 

Quel que soit l'accroissement Az donné à x, la quan- 
tité k, et par suite y, ne saurait varier ; on a donc 

A == O 


La dérivée étant la limite du quotient ὩΣ , δὲ ce 
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quotient étant toujours égal à zéro, cette dérivée est 
évidemment nulle et l’on aurs : 


ce qui signifie : dérivée de you y = €. 
D'où, la règle suivante : 

La dérivée d'une constante est égale à zéro. 

Nous pouvons maintenant aborder l'étude de la 
dérivée d’un polynôme. 


Dérivée d’un polynôme : 
Y== χ' —+ 7x5 + 3x? + 10χ +5 
70. Nous avons ici une somme et nous savons que la 
limite d'une somme est égale à la somme des limites ; 
comme, d'autre part, la dérivée est une limite, nous 
pouvons dire : La dérivée d'une somme est égale à la 
somme des dérivées. 

ΠῚ suffira donc de calculer séparément les dérivées 
de chacun des termes dont se compose y, puis de 
faire le total. 

D'après ce que nous venons de voir : 

Dérivée de x'==/42%1—1==/4% (n° 56) soit 4x: 
Dérivéede 7x" πα X 32?=21æ (n°58) soit... τοῦ 
Dérivée de 353 —3 x λα τεθα (n° 58) soit... 6x 
Dérivée de τοῦ = τὸ (n° 67) SOIT RD 
Dérivée de 5—0o (puisque la dérivée 


d'une constante est nulle) soit... LR LE +20 


Total ou y' — 4." Ἑ air" + 6x + 16 
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» - 1 
Dérivée de la fonction y = μὰ 


74. Si l’on donne à x l'accroissement Ax, on aura, 
y + Ay = ET. 
d'où 
I 
AG == πεν 
ou 
Ι Ι I 
Ag = ποτε nt = τὴ 
Réduisant au même dénominateur le second 
membre de la dernière équation, il vient : 
x el x + Δα ᾿ς ἘΞ LE Az) 
x (x + Δα) x (x + Δα) x? + z.Ax 
d'où 


δα! à 
εὐ συν ν 
οἱ divisant par Δα : 
Ds ΟΕ ΟΣ 
δα at + xAx ἢ 


A la limite, quand Ax tend vers zéro, le premier 
membre devient y'; le deuxième membre a pour 
valeur : 


ï I 
χ LTXO 


1 1 
Règle : La dérivée de y — — est J'= —"7x. 
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ὄ 
Vérivée de la fonction y = --- 


l 
27. Mettons 2 sous la forme 5 X ἘΝ, ROUS s0MMES 


ramenés au cas précédent, mais cette fois, tous 165 
-econ.ds membres des égalités devront être multipliés 
par (6 facteur 5. 

Je vous laisse le soin de développer les calculs ; c'estun 
très bon exercice d'entraînement qui ne demande que 
de l'attention. On devra trouver comme résultat : 


y' RSA nn τῇ L] 


æ 
: k ; k 
Règle : La dérivée de y = -- esty m— +. 
Cette règle s'applique évidemment au cas précédent 


I Θ » » e - 
de π- qui nest qu'un cas particulier ou # == 1. 


Applications. 

73. En hydraulique, il arrive souvent qu'il faut 
déterminer la résistance qu'offre un tuyau au courant 
d'eau qui le traverse. 

Si l'on appelle KR cette résistance, / la longueur du 
tuyau, 5 la surface de la section droite, on démontre 
que la résistance R est donnée par la formule : 
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lk étant une constante dépendant de la substance dont 
cet formé le tuyau (plomb, fonte, ciment, etc.). 
Prenons un exemple numérique et supposons qu'on 
doive construire un tuyau de 12 mètres de longueur 
avec une certaine substance qui fournit pour X la 
valeur 3 ; notre formule dans ce cas deviendra : 


12 
ἢ -ὃχ--, 


ΟἿ 


Res — . 
5 


La dérivée de la résistance par rapport à 5 est 
donc : 


À quoi, direz-vous, une telle formule peut-elle ser- 
vir? A calculer, par exemple, le maximum ou le 
minimum de résistance, suivant les besoins ; car nous 
verrons aux chapitres suivants que l'étude des dérivées 
permet aisément de fixer le maximum et le minimum 
d'une fonction. 


74. Voici un autre exemple pris en Électricité. La 
loi d'Ohkm, qu'on y étudie et qui concerne les rapports 
entre l'intensité 1 d’un courant, la force électromo- 
trice E d’une pile, et la résistance ἢ de cette dernière 
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et du fil constituant le œrcuit, conduit à la formule | Rappelons-nous ce que nous avons dit sur les pro- 
| duits remarquables 
| Œ— E° «ὦ (a + b)(a — δ); (n° 53) 


donc 


très simple que voici : 
Ὁ 
Ϊ KR 
UAg=-40? 
πα τοῖς TS A 


Si, avec la même pile, on emploie diverses sortes de 
fil, de longueurs et de grosseurs différentes, la résis- 
tance R varie. Admettons, par exemple, que la pile 
ait une force électromotrice de 5 velts; la dérivée de la 
fonction (intensité) par rapport à la variable (résis- 


tance) est égale à la dérivée de la fonction : 


Ainsi, toute différence de 2 quantilés peut être trans- 
formée de cette manière. 
Or, nous avons vu, d'après (2), que 


(2) Ag = γα + δα — γία. 


5 équation dans laquelle le second membre est précisé- 
[ = — ᾽ ΤῈ 
R ment une différence. 
par rapport à KR : | Ioi, a est représenté par γα + Δα; αὐ le serait par 
ou æ + Δα: 
J' = — ἐμ Ici, ὁ est représenté par ν x; b2 le serait par ὦ. 


- De même que nous avons : 
encore une formule qui se prête à une étude de maxi- 1 
a? — δ᾽ 


mum et de minimum. AA PR PSE 
a— 6 a +0: 


ΐ ‘ous pourrons écrire : 
Dérivée de y = 4/x. 


76. On peut poser immédiatement : γα Ὁ δα τ γε: = er Ve = σετῖετν: . 
@) y + Au = V/x + Δα; C’est ce deuxième membre qui vaut Ay, d’après (2); 
d'où nous écrirons donc : 

(2) Ay=\/x + δα — y=\/x + δα —\/x (car y==\/x). ζ Δα 

Cette fois, il devient malaisé de diviser les ἃ mem- εἰς ντι δ = γί: 

bres par Ax; mais nous allons tourner la difficulté ἀμ I 


ἰ JE 
᾿ Ax V/x + δὰ + ν᾿ 


Μοπεῦχ, — Calcul dif'érentiel. 7 


par un artifice de calcul 
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À la limite, le premier membre devient y'; le 
deuxième membre devient : 


I l 
Vrto+tvz Vr+vz αὐτὰ 


Règle : La dérivée de y = x est y" == — ι 


RCE TR 


Dérivée de y = 7 \/x. 

76. Les calcuis sont exactement les mêmes que dans 
l'exemple précédent, maïs les seconds membres de 
toutes les égalités successives sont mullipliés par le 
facteur 7, et l’on trouvera finalement : 

ΣῪ, 
y 3 Vz 
D'où la règle générale : La dérivée de y = k \/x 
k 


est γ' = 2x" 


Applications. 
77. Supposons qu'on veuille construire un carré 
ayant 25 m? de surface; sun côté sera égal à 
/25 = Ὁ m. 
Supposons maintenant qu'on ait une variable x et 


qu’on veuille construire un carré toujours équivalent 
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à cette surface ; il est clair que le côté sera égal à 


να. Ce côlé sera une fonction y de la variable x et l'on 


écrira : 
y = γα. 


La dérivée de la fonclion y, côlé du carré, par rap- 


port à l'aire x de ce même carré, sera donnée par : 


y = 


I 
a γα 


78. On démontre en Physique que la distance ὁ 
(espace) parcourue pendant un intervalle de temps ἐ 
par un corps pesant tombant dans le vide est donnée 
par la formule : 


I 
O7 2 
e . Es 


4 représentant une quanLité constante (intensité de la 
pesanteur) en un même point de la icrre. 
Si donc, on cherche le temps mis par un corps pour 


tomber d’une longueur e, on écrira la formule ainsi : 


2e = gl; 
d’où 
2€ 
tm, 
9 
οἱ 
ne 
Ê = πες τα 
q 
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En prenant e pour variable indépendante, il est 
facile d'obtenir la dérivée de £ par rapport à 6, ce qui 
est souvent indispensable pour certains calculs em- 
ployés en pesanteur. 

Supposons d'abord g = 979,69 ; on peut écrire : 


ae a 2 V2 δε 
| == Ἔτη τῇ, Lin ὃ nm . 
V d γον 979.69 Ve 


Mais nous venons de voir que la dérivée de k Vz 
RUE LE Ja 
vaut —;— ; ici, À — Lan 


el 


car 


et puisque 31,3 = 1/979,69 =«1/9, il vient finalement : 


{ me , -- πος. 


γυγῖγε Vase 


Dérivée de ja fonction y = \/x. 


79. Nous écrivons iminédiatement : 


y +A\u-\r+ δα; 
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d’où, en remarquant que y == γα: 
ἂν = δία + dx — ΚΣ. 
Pour divisercommodément par Ax, nousallonsencore 
transformer le 29 membre; utilisant un procédé ana- 


logue à celui que nous avons employé dans l'exemple 
précédent, nous nous appuyons sur l'égalité : 


α" --- δ' τὰ (a — δὴ (a? + αὖ τ δ) (n°58); 


d'où l’on tire : 
a —-bs 


Gb ΤΩΣ 


Dans le cas envisagé : 
α-- ἔα Δα; α".-- (ἡ τ: Δα 
υ-δα τ ον 05)" eye ie 
nous écrirons donc : 


Ay = Ÿz+ 4x — ἦα 


) τῆ ETC αἰ τεα- Δα; 


δα - 35 15} 
Tire to τὴν 
ou 
AY = MES En UT EE Vi à D RME TE FE : 
“ᾷ + Δα) + ὝΕΣ + z AT Ἔν 


Divisons par Ax, il viendra : 


ἀν cast ΠΌΣΗ ELA FAR PILE EE LIEU PL + VE 
ὃς  Votant Ve tir 
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Si nous passons à la limite, le premier membre 
devient y’ : le second devient : 


I I 


Ainsi, la dérivée de y = /x est γ' = ——— 


Règle générale. 
80. Nous avions vu précédemment que la dérivée de 


Vz est—— ; nous venons d'établir que celle de 
ve 


δ - est TRS ; on peut donc dire que la dérivée de 


la fonction 
I 


PS NE αν πὶ τ᾿ 


Toutefois cette règle générale, n’est guère d'un usage 
courant, car il est assez rare qu’on considère pratique- 
ment des fonctions contenant des racines autres que 
les racines carrées ou cubiques. Pour les cas usuels, il 
vuffit donc de connaître les dérivées de x et de V/z : 
mais il était intéressant de donner une formule géné- 
rale s'appliquant à tous les cas, même à ceux que 
nous venons d'envisager. Si, dans cette formule, on 
fait m = ἃ οἱ πὶ - 3, on retrouve en ellet les deux 
expressions calculées plus haut. 
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Applications. 

81. On sait que l’arête d’un cube ayant un volume 
le 27 m° est égal à Μ 31] = 3. Si l'on ἃ un volume 
variable, x par exemple, et qu'on veuille construire 
un cube équivalent à ce volume, son arête sera donc 
Vz . Cette arête, qu’on pourra appeler y, sera une 
fonction du voiume variable x : 


y=— Vz. 
Il est facile de calculer la dérivée de y par rappor 
à 5: 


I 
U 8x 


82. Nous avons vu en Algèbre (n° 169), à propos des 

progressions géométriques, la formule 
u man -αὶ 

Supposons qu'on ait affaire à une progression géo- 
métrique dont le premier terme soit 1 ; donc a = 1. 
Faisons, par exemple, πὶ = 8 ou ἢ — 1 = 7 el admet- 
ons que le terme ἃ de rang πὶ soit variable ; notre for- 
mule s'écrira : 

um) X/m—-lmrt, 
d'où 
r= Va. 


La raison r de notre progression à terme variable εἰ 
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est une fonction de u. Sa dérivée par rapport à u est 
donnée par la formule : 


| 
- m \/umi 


lci, m = ἡ οἱ il vient : 


I 
FO ΜΝ εξ 
7 Vu 
Cette formule peut servir pour une étude de maxi- 
mum. 


Dérivée d’un produit. 
83. Premier exemple y — 2x (3x — 4). 
Effectuons la multiplication indiquée, nous avons : 


y τὸ 6x? — 92% 


et nous rentrons dans un cas connu (n° 70) : la dérivée 
d'un polynome. Nous aurons donc : 


= Θ Χ "5 — ἃ = 1.2 — 2. 


84. Autre méthode. — Nous pouvons calculer direc- 
tement la dérivée sans faire le produit des deux fac- 
teurs 2æ et 3x — 1. Cette nouvelle méthode est plus 
longue que la précédente, mais elle aura l'avantage de 
nous donner un mécanisme général que nous pourrons 
toujours utiliser. 
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Donnons à x l'accroissement Az ; 
y +Ay=2(x+ Ax)[3(x + Az) — τ] 
== (πὰ + 24%) (3x + 3Ax— τ); 
d’où 
A πα (ax + 242) [(ὅ5 — 1) + 3λ5] — 2x (82 — 1); 
ou, en effectuant partiellement le produit des cro- 
chets : 
Ay = 2x (35 — τ) + 2x.34x + δα (35 — 1) 
+ 24x.3Ax— αἱ (3x — 1); 
simplifiant, il vient : 
Ay “λα ὅδα + δα (32 — 1) + 24x.34x- 
Divisant par Δα : 
τ τὸ 5.9 - ἃ (95 — 1) + .8Δα. 
Si Ar tend vers zéro, le premier membre ἃ pour 


limite g' ; le 2° membre tend vers : 
2x X 3+2(3x — 1) + 2.3.0 = 27 X 3 + 2 (3x — τ). 

Regardons hnaintenant ce dernier résultat ; sans 
eflectuer les opérations nous voyons immédiatement 
que y' égale la sommo de ἃ termes, 

Δ X 3 et a (32 — 1). 
Or, la fonction y est égale au produit de 2 facteurs 
ox et 85: — 1 

dont les dérivées sont respectivement : ἃ et 3. 

On reconnaît maintenant que les deux termes qui 
constituent y’ sont formés de la façon suivante : 

Le premier terme (27 X 3) est le produit de l’un 
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des facteurs (2x) constituant y, par la dérivée 3 dé 
l’autre facteur. 

Le second terme ἃ (3x — 1) est le produit du 2° fac- 
teur (5% — 1) constiluant y, par la dérivée du pre- 
mier : 2. 

Nous avons donc pour y' la valcur 

2% X ὁ + 2 (3x — 1). 

Effectuant, il vient : 

y = θα + θα — à, 
ou J' = 12% — 2. 

Ce dernier résultat est bien le même que celui 

trouvé par la première méthode. 


85. Deuxième Exemple. Calculer la dérivée de 
y = (3x? — 5) (7x + 8). 
La première mélhode nous donne 
ÿ == 21€ + 242? — 35x — 4o. 
Nous avons alors à calculer la dérivée d’un poly- 
nôme (n° 70) 
y 91 X 32° + 24 X 2x — 35 — o = 63x? + 485 — 35 
La 2° méthode nous donnerait : 
facteurs : 3%? — ὃ et 7x + 8; 
dérivées : 6x el 7 
Faisons la somme des deux termes, en appliquant 
la règle énoncée plus haut : 
y == premier terme + second terme 
= ὀ γίϑδα: - 5 +  6x(7x + 8). 
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Étrectuant, il vient, après réduction : 
θ᾽ = θ353 + 48x — 36. 
C'est le même résultat que précédemment (V. aux 
Exercices à la fin du chapitre, n° 98). 


Applications. 
86. Dérivée de la fonction y = x \/x. 
Nous avons ici le prodnit de deux facteurs 
x et ν α, 
dont les dérivées sont respectivement : 
Ι 


E , αἱ - Ἐ 
2 \/x 


Remplacons dans le produit x ν 2. successivemenk, 
chaque facteur par sa dérivée et faisons la somme, 


RBO!NS AUTOBS : 
Ed 


ΤΩΣ re 


On peut facilement simplifier cette expression, si 


nous remarquons que la division d'un nombre par -a 


racine carrée donne un quotient égal à celte même 
racine carrée. Donc : 
z 


va = Vz + —Vz 
= (/z (i+2)= Vz ; 


t  — 
| Een 
ἱ να. 


“ΝΣ ΕΣ 
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ExERcIcEs 


Nous avons vu au n° 58 que si l’on a 

fonction g = Κατὰ, la dérivée sera δ᾽ = kmæm—1. 

Cette règle s'applique quel que soit le facteur k, 
qu'il soit entier ou fractionnaire. Nous avons tenu 
compie implicitement de cette règle à propos de la 
dérivée du volume de la sphère (n° 63). 

Nous allons voir quelques autres exemples. 


Exemples. 
87. Soit : Υ -Ξ . x! 
Ou aura : 
Ι 
fx 2 = + Χ at! 
ou, finalement : 
= ra 
‘ 4 
88. Soit : Ti x. 


(Ἢ aura de même : 


et, finalement : 
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2 
89. Soit Υ = νὰ : 


on écrira : 


! ce 2 2 —1 ἘΣ 5. 
y Ἐ TT = δ Æ,; 
et, finalement : 


._. #4 
RTE Te 


90. Soit le polynôme : 
Sert RL 
ME ete gen FE HS 


On écrira : 


I VÉ ÿ 4 Ô 3 1 ν ἢ. 
Dérivée de το x "te Χ hf nn τ᾿; 


Ι L 3 

r] π᾿ ΠΝ — --- 37° — — 42 κα φ 4 
Dérivée de 3 3 3% 3 4; x? 
Dérivéede sp hole X2Æmero...... ----οὖΟπᾷὠ;; 

7 7! 

ET Ι A, 
Dérivéede-7"æ =. Ὁ HUIT Δ νὰ CAES EE  στι 
Dérivée de — 7 (constante) τα. . . . + « . +  O. 


Dérivée du polynôme . 


91. Montrer directement que la fonction : 
Υ -ὦΦ 11 χ' 


arimet pour dérivée 
θ᾽ = h4 x? 
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Donnons à x un accroissement Ax, il vient : 
y + AY = 11 (+ Δα)"; 
pu 
y +- Ay τὰ 11 [5 - 4x. Δα + 6x?. (Ar)? 
+ 4x. (Δα) +- (Δα). 
Faisons passer y dans le second membre, en remar- 
quant que g = Τὶ α΄, nous aurons : 
\y == τὶ [æ + 4 “5. Δα + 6 “ἢ. (Ax} + 4 æ. (Az) 
+ (Ax)‘] — αἰ æ*. 
Divisant par Az, il vient : 
Δ 
Φ = 11 [ἡ + 622.Ax + 4x. (ax)? + (Ax}]. 
Lorsque 4x tend vers zéro, le premier membre ἃ 
pour limite la dérivée y’; le second membre a pour 
limite : 
εἰ [4x + 6x?,0 + 4x. o + ol; 
d'où 
y = 11 X 4x: 
ou 
y -. 44 χα. 


92. Calculer la dérivée de la fonction : 
y=2x--15x —- 8x +8 


Nous avons : 


Dérivée de 22% = ..  ...,.... 6x 
Dérivée de — 15%?—(—15)X λὰ κα΄, — ὅσ; 
Dérivée de — 8%2.7 524 SRE — 8 
Dénivéerde’-+ ὃ ACC SCO I LAN eRInLE o 


D'où, en ajoutant : 
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93. Calculer directement la dérivée de la fonction . 
y = (8x —5) (7x + 8) 
Donnons à æ un accroissement Az : 
y +aAy=1(3(x Ὁ δα) —5]{7(x + 35) + 8] 
ou 
y + AY τὰ [3 (x? + ax.ax + ax?) —5;[7(x + Δα) +8] 
d'où 
Ay = [(3x? — 5) + 3 (2x.Ax + Ax°)] [(γὰ + 8) + 7ax] 
— (3x? — 5) (7x + 8) 
Effectuons le produit des crochets, parenthèse par 
parenthèse : 
ΔΙ = (3x? — 5) (7 + 8) + (3x? — 5) 7ax + 3 (27.4 
+ Δα") (γα + 8) + 3(2x.ax + Ax°) 7ax 
— (5x? — 5) (7x + 8) 
Simplifiant : 
Ag "αἰ 7x (3x* - -- 5) + 3 (2x.4x + Ax°) (7x + 8) 
+ ὃ (2T.Ax + Az?) 7ax. 
Divisons par Az 


— = 
AV 


7 (Ba — 5) + 3(ax + 4x) (7x + 8) 
+ 8 (2x.Ax + ax?) 7. 
En passant à la limite, on ἃ 
y' = 7 (3x? — 5) + 3 (2x + 0)(7x + 8) + ὃ (5.0 + 0)7 
où 
y = 7 (52 — 5) + 6x (7x + 8) 


résultal déjà obtenu au n° 85 par une autre méthode. 
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94. Calculer la dérivée de 


3 2 7 4 
y = Ε: X “+ ἢ X + ἡ(ς “’-- ΠΩΣ dr 24). 
Cette fonction étant Le produit de ἃ facteurs, cher- 
chons les dérivées de ces deux facteurs. 


Dérivée du 1°" facteur : 


SRE LEE 
CE gs Το, ou a 3! 


Dérivée du 28 facteur : 
I 


7 a NE — 
3x gr—25t+o. ou πα 5. 7. 


Remplaçons dans l'expression de y, successivement, 
chaque facteur par sa dérivée, nous trouvons ; 


(δεν Pete tn) 


3 a ai Ι 
(τα ἐπττ 1) (Se z ). 
Il suffit d'ajouter ces 2 :xpressions pour obtenir la 
dérivée y'. On aurait pu également effectuer d'abord 
le produit indiqué dans y et traiter l'expression ob- 


lenue comme un polynôme. 


CINQUIÈME LECON 
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Nous allons passer immédiatement à f’application 
des dérivées: 

1° Pour l'étude des fonctions ; 

20 Pour la construction des courbes. 


95. Nous avons déjà construit quelques courbes 
dans les précédentes leçons, maïs la méthode employée 
était longue ct peu pratique. 

Aïnsi, au n° 25, nous avons dû calculer de nom. 
breuses valeurs de y dans l'équation de la courbe; et 
encore, nous savions ἃ l'avance que cette dernière 
étaitune parabole. Or, les dérivées vont nous fournir 
un moyen beaucoup plus expéditif. Un seul exemple 
bien choisi suffira à vous en convaincre ; il aura de 


plus, cet avantago de vous meltre en possession d’un 
MoREUx. — Cnleul différentiel. 8 
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petii nombre de règles applicables à tous les cas. 

Par ce procédé, la détermination de l'allure d’une 

TE 
,7--- 


courbe, de sa forme même, de- 
vient pour ainsi dire automa- 


tique. 

Prenons tout d’abord la para- 
vole étudiée au n° 23 et dont 
l'équation est : 

ÿ = x! 

Proposons- nous pour l'instant 
de construire la portion de cette 
courbe qui la représente, portion 
comprise entre les points d'abs- 
CISSES ZT πα 1 οἱ αὶ == ἡ. 

Les n°8 14 et 23 nous l'ont 
déjà montrée et la figure 37 la 

reproduit ici; nous n'enregis- 


Χ trerons donc aucun résultat 
2 15114 


μὲς nouveau; mais cette fois nous 
Fig. 87. 


allons nous y prendre autre- 
ment et vous pourrez mieux comparer ia supériorité 
qui résulte de l'emploi des: dérivées. 
La dérivée de la fonction y == x?, 
est y “ λα (n° 55). 


96. Or, cette dérivée va nous permettre immédiate- 
ment de construire les tangentes aux deux points 
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extrêmes de la courbe, ou plutôt de la portion de 
courbe envisagée, c’est-à-dire pour x = 1 et pour 
t= 4. 


Détermination de la tangente pour x == 4, 

97. Pour x = 1, ilest évident que nous aurons y — 
(3) Ξξοῖι Χ 1) 

Dans ce cas l’équation de la tangente est (n° 1 et 
n° 44) 

Y—im afx — 1). 
a n'étant autre, ici, que la valeur de Ia dérivée pour 
æ -Ξ 1 5010 ἰαΐ : 
ÿ=2X1= ἃ (cary = 2x). 

L'équation de la tangente devient donc, en substi- 

tuant à a sa valeur qui est y’ ou ἃ: 
ÿ—1—=2(x — 1); 

où W—i=27%Z—2,; 
d'où Y=2T — 1. 

Cette dernière équation étant de Ja forme 

y=azx ὺ, 

représente une droite (n° 13) ; deux points sont 
donc suffisants pour construire cette droite qui dans 
notre cas est la tangente à l’un des points extrêmes 
envisagés, figure 38 (hors texte). 

Or, nous savons que celle tangente passe au point 
de contact À ayant pour coordonnées x = 1 οἱ ἢ"; = 1 
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Pour obtenir uu autre point, on peut faire ἃ æ 0 

dans l'équation. 
YU=21T—I1I, 

qui devient RON COTE, 
ou y = —1I. 

Ce résultat nous indique que notre tangente, lors- 
qu’elle ἃ pour abscisse zéro (x = 0) ἃ pour ordonnée 
— 1. Elle coupe donc l'axe des y au point d'ordonnée 


Détermination de la tangente pour x = 4. 

48. Même méthode pour la construction de la tan- 
gente à l'extrémilé de la portion envisagée, c'est-à- 
dire au point B d’abscissex = 4. 

Les coordonnées de B sont: ἃ = ἡ οἵ ἢ = 4° = 16. 

L'équalion de la tangente en ce paint peut donc 
s'écrire : 

y —16= α(ς -- Δ), 
dans laquelle a représente la valeur de la dérivée y' 
poar ἃ = ἡ, soit: 
y = 2 X ἡ τὰ 8 (ne pas oublier que y' = 2x1. 
L'équation de la tangente devient donc, en substi- 
tuant à a sa valeur μ΄ = 8: 
y — 16 -- 8(x -- Δ); 
ou y— 16 — 8x — 81; 
d’où y = 8x — 16. 
Nous savons que cette langente passe au point 
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ἘΞ ᾿Ξ | 
ἘΞΕΥ͂ΡΕ ae 9 ΕΞ 


ΞΕΈΙΞΕΞΕῚ ΕΞ 


! 
Ξε τ ἴνς 


Fig. 38. --- πᾶς de la fonction y= x? 
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Si, pour obtenir un autre point, nous faisons y = ὁ 
par exemple, l'équation 


deviendra 8x — 16 =0; 
d'où 8x=16 ou T=g 3. 


Ainsi, quand y = 0, c'est-à-dire quand notre tan- 
gente coupe l'axe des x, cas où son ordonnée devient 
nulle (y = o), elle a pour 
valeur de son abscisse + 2 
(x == 2). 


99. Voilà déjà deux rensei. 
gnements précieux: ils nous 
apprennent, en effet, que la 
courbe à construire, est tan- 
gente en deux points À et B, 
aux deux droites dont nous 
avons fixé la position d'une 
manière précise et cela au 
moyen de la dérivée, c’est-à- 


: 
; 
2 


dire par un procédé aussi 


| simple que rapide. 
Fig. 38 bis. Autre remarque iïntéres - 
sante: à ne considérer que 
ces deux tangentes, nous voyons déjà très bien l'allure 
de la courbe se dessiner et nous en devinons la forme 
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mais si nous désirons être mieux renseigné sur celle- 
ci, il ne nous coûte pas beaucoup plus de construire 
les tangentes en deux autres points intermédiaires, 
par exemple en C et en B, dont les coordonnées sont: 
pour le point C:æ=2;5y=92= ἡ; 
pour le point D : z — 3, y = 30. 

Je vous laisse le soin d'établir les équations res- 
pectives de ces deux tangentes; c’est là un exercice 
facile, aprés les deux exemples précédents. 

Si vos opérations sont bien conduites, vous trou- 
verez : 

1° Pour la tangente en C:y=4xz—4#4 
en faisant y — o, l'équation devient 4x ται ἡ, d’où 
ὦ τὸ + 1; la tangente passant par ἃ coupe donc l'axe 
des x au point d’abscisse + 1. 

2° Pour la tangenteen D:y=6x—9 
en faisant y = o, l'équation devient 6x = 9, d'où 
Te & . : = 1, ; la tangente passant par D, coupe 
donc l'axe des æ au point d’abscisse + 1,5. 

Ces résultats sont visibles sur la figure 38 bis. Cette 
fois, la simple inspection des 4 langentes nous donne 
une bonne idée de la courbe définitive, Ces droites nous 
permettent en même temps de tracer la parabole; il 
suffit pour cela de joindre les points À, C, D, Β par 
une courbe continue en ayant soin que cette courbe 
soit langente en ces points, aux 4 droites tracées. 
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(La portion de courbe symétrique a été tracée sur 
la gauche de la figure 38). 


Fonction croissante et fonction décroissante. 

100. Nous venons de constater que, lorsqu'on fait 
varier æ de 1 à 4, la dérivée y — 21zxde la fonction 
y = æ? demeure positive ; on dit dans ce cas que la 
fonction est croissante dans l'intervalle (+ 1, + 4). 

Maïs pour que la dérivée soit positive il faut que 


τῇ soit lui aussi positif ; tout accroissement de y aura 
donc le même signe que l'accroissement correspon- 
dant de 5. 

Si donc unefonction est croissante : quand x aug- 
mente, y fait de même; et lorsque x diminue, y 
diminue également; en d’autres termes, la fonction 
varie dans le même sens, de la même manière que la 
variable x. 

Inversement, quand la dérivée y’ d’une fonction y 
se maïntient négalive dans un intervalle de variation 
de +, on dit que la fonction g est décroissante dans cel 
intervalle. 

Dans ce cas, la limite du quotient des accroisse- 


A 
ments ὡς étant négative, ce quotient est lui-même 


négalif et les deux accroissaments Az et Ay ont des 


signes différents. 
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Siæ varie en augmentant constamment, comme 
c'es! l’usa :e, ous ses accroissements sont positifs, ceux 
de y sont alors négatifs et la fonction y 
diminue constamment. 

Cette fonclion varie en sens inverse 


de la variable æ. 


101. Passons à un exemple : Reprenons 
la fonction y = x? ct proposons-nous 
d'étudier sa varialion quand æ varie de 


— h à —1, Fig. 39. 

ou, ce qui revient au mème, de cons- 
truire sa courbe représentative entre les points d’abs- 
CISSC Æ em — ἡ οἱ 2 == — τ᾿ (V. fig. 39.) 

Pour zT=— ἡ, ἢ) τὰ (--- Δ) Χ (--- Δ) = + 16; 
etpour ZT ---ἰἪὶΊ, y=(—wX(—i1)= + 1. 

arc de courbe à con:truire va donc 
ται point B' de coordonnées : æ == — 4, y: + 16, 
am point A'...............:Tem—1,yz= + 1. 

Quand æ augmente d’une manière continue de — 4 
à — 1, la dérivée y —= ἃ x varie clle-même d'une 
manière continue de — 8 à — 2 et, dans tout l’inter- 
valle(— 4, — 1) de variation de x, elle demeure négative 

La fonction y == +? est, par suile, décroissante dans 
cet intervalle. 

Ainsi, quand x augmente de — &à — 1, y diminue 
constamment de + 16 à + :. La courbe part de B'et 
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descend vers A’ d'une manière continue, sans jamais 


retourner en arrière. 


102. Les mathématiciens ont l'habitude, lorsqu'ils 
étudient la variation d’une fonction y dans un cer: 
tain intervalle de variation de la variable indépen- 
dante x, de faire varier x de telle façon qu'il augmente 
| constamment ; ils font toujours partir x de la valeur 
la plus basse, pour atteindre, en terminant, la valeur 
la plus élevée. 

Suivant cette convention, lorsque la fonction est 
croissante, y augmente; et quand la fonction est 
décroissante, y diminue. 

On voit qu'ici, les mots: croissant et décroissant 
prennent le sens qu'on leur donne communément : 
croftre veut dire alors augmenter ; décroître signifie 
diminuer. 

Cette réflexion n'est pas sans utilité, puisque nous 
avons vu qu'en mathématiques, en dehors de toute 
convention préalable, le mot accroissement offre un 
sens plus large et s'applique aussi bien à une augmen- 


tation qu'à une diminution (n° 48). 


Α 
Étude par les dérivées de la fonction y = pa 


103. Nous avons étudié sommairement cette fonc: 
“on au n° 831 et nous avons vu qu'elle est représentée 
sar une hyperbole à deux branches. Maintenant, nous 
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allons l’étudier au moyen des dérivées et montrer la 
supériorité de cette dernière méthode et comme cer- 
titude et comme précision. 

Comme nous voulons avoir une idée exacte de la 


Ὰ || À 
courbe de cette fonction he il nous faut donner à x 


toutes les valeurs possibles, positives ou négatives ; 
en d’autres termes, faire varier x en augmentant cons- 
tamment sa valeur, de — ο à + οὐ. Dans ce cas les 
mathématiciens disent qu'ils étudient la fonction y 


dans l'intervalle (— οὐ, + oo ). 


Nous savons que la dérivée de la fonction y — — ,a 


pour valeur y = — Ξ. τὶ Ceci nous montre déjà que 


cette dérivée est toujours négalive. 

En effet. le numérateur (1) dela fraction est cons- 
tant. 

Quant au dénominateur (x?), c'est un carré ; il est 
donc essentiellernent positif. 


sr tn De J 
Ainsi AS élant toujours positif, — D ne peut être 
que négatif. 
Ἰ ᾿ 
Donc la dérivée y = — Ὡ est essentiellement néga- 
five. 


“4 
Conclusion : la fonction y = - est décroissante . 
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quand x varie de — οὐ à + οὐ, donc quand zx aug- 
mente, y diminue constamment (fig. 4o). 

Ce dernier résultat, est de beaucoup le plus impor- 
tant pour l'étude de notre fonction ; toutefois, il n’est 
pas le seul à envisager. 

Nous devons nous demander ce que devient y, quand 
x — + où — ©; en d'autres termes, pour ἃ τὸ +, 
fa fonction y ne peut-elle aussi devenir elle-même 
infinie ? 


I 
Posons x πα + CO ; NOUS AUrONS:y = ---- 
00 


Qu'est-ce à dire? Nous avons vu (Algèbre n° 104) 


m 


Li : 
que Lou = ® est un symbole. Cette expression 


signifie que si une quantité est divisée par une autre 
qui tend vers zéro, le quotient tend vers l'infini. 

Inversement, pouvons-nous dire, lorsqu'une quantité 
est divisée par une autre de plus en plus grande, ten- 
dant vers l'infini, le quotient tend vers zéro. Pourvu 
que nous ne perdions pas de vue cette vraie significa- 
tion, nous pourrons traduire ce langage par ceci : 

Une quantilé quelconque divisée par l'infini, a pour 


quotient zéro, soit : 


I à - 
y= == =0:première constatation. 


. Φ Ε 
Κη outre, si nous faisons Z = ο, y devient Ὁ = 


deuxième constatation. 
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+ 
ΞΘ: 
- 


er ΕΟ ΚΑ, ΤῈ ΞΘ ἐξ - 
D IN 1©@ [Ὁ 


a αιτασι..»..........ὕι.........---- 


SE 


Res 


γ 


FE 


ζΆ 


DÉRIVÉÈES 


ΞὸἪ ἘΠ ΒΞ ἀπ 1 3} 


x || 
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Mais, ici encore, ne soyons pas dupes de la significa- 
tion du symbole. En réalité, nous n'avons pas le droit 
de diviser par zéro : cela ne veut rien dire ou plutôt, 


. Φ I Ρ L 
cela signifie que la valeur de y pour Ὁ nexisie pas en 


fait, ne répond à rien de réel. En d'autres termes, il 
est impossible de trouver un point dont l’abscisse 
étant x = o possède une ordonnée y ; ou, si vous pré- 
férez, aucun point de la courbe ne peut être sur l’axe 
OY où les abscisses sont nulles. 


e Ι 
Et nous revenons au vrai sens du symbole τ zéro, 


qui ici, représente +, veut dire simplement que pour 
une valeur se rapprochant de zéro, infiniment petite, 
y tend vers l'infini. 

Ainsi, lorsqu'on se propose d'étudier la valeur de 
la fonction y pour ἃ = ο et qu'on écrit : 


I 
Ἐν ΤΊ ΘΟῚ, 


on n’émet pas du tout la prétention de voir ce qui se 
passe quand x = o puisque, en toute exactitude, la 
fonction dans ce cas, n'existe pas ; mais on veut sim- 
plement énoncer qu’il y a lieu d'étudier la fonction 
au voisinage de zéro, quand x est aussi voisin de zéro 
qu’on le veut, donc quand x est infiniment petit. 

Ces considérations une fois comprises, la suite 
u’offre plus de difficultés. Revenons donc à notre 
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étude de la fonction dans l’intervalle de — οὐ à + «. 
19 Valeurs de y quund x varie de — οὐ à zéro. 
Quand x venant de — οὐ, se rapproche de zéro par 
valeurs négatives, le dénominateur de la fraction dimi- 
nuant en valeur absolue, passant, par exemple, par 
les valeurs de 0,01 à 0,007, à o,o0or, etc... la fraction 
devient successivement : 


Ι I I 
, : etc 
0.01 0,001 O,0001 


donc, elle augmente elle-même en valeur absolue et 
I ; ΤῊΣ ὃ 

tend vers rer QUI est 88 limite ; mais notons que 

dans le cas qui nous occupe, æ est supposé négatif ; 


I : , - Er 
par conséquent = est aussi négatif, si bien que la 


» I . ν 
fonction y = ᾿ atteint, avant que x arrive à la valeur 


zéro, les valeurs négatives les plus grandes en valeurs 
absolues. 

C’est ce que l’on exprime en disant : Quand x = 
zéro moins une toute petile quantité (infiniment pe- 
tite), y = ©. 

On peut se rendre compte de tous ces résultats en 
examinant la courbe représentative de la fonction 
(fig. 4o). 

Quand æest négatif, mais très grand en valeur ab- 
solue, c’est-à-dire quand le point figuratif est tout ὁ 
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fait à gauche de la figure, y est aussi rapproché qu'on 
le veut de zéro, mais au-(lessous de l’axe des æ (X'OX). 

La courbe part de l'infini, à gauche, tout près de 
l’axe OX’, et descend constamment, puisque la fonc- 
tion est décroissante. Quand x se rapproche de zéro, y 
diminue et la courbe se dirige vers l'infini en bas, se 
rapprochant sans cesse de l'axe OY', sans pouvoir 
jamais l’atteindre, et restant toujours dans le qua- 
drant inférieur de gauche. 

20 Valeurs de y quand x varie de zéro à + ©. 

Nous avons vu que pour ἃ = 0 la fonction n'existe 
pas ; il n’y a donc aucun point de la courbe qui puisse 
se trouver sur l'axe des y. En effet, on ne saurait 
assigner aucune valeur à y qui corresponde à 2 = o. 
Nous allons donc étudier ce qui se passe à droite de 
l'axe des y, lorsque x étant d'abord très près de zéro, 
augmente sans cesse et croît jusqu'à l'infini. 

Reprenons les symboles qui nous ont servi dans le 
preinier Cas. 


: . 1 
Si nous faisons ἃ; = 0, dans la fonclion y — «918 
aurons : 


mes —— == Ὁ : 
ν--- 6; 


ce qui signifie que pour des valeurs voisines de zéro, 
infiniment petites, l'ordonnée y Lend vers l'infini, est 


infiniment grande 
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Mais remarquez bien que, ceite fois, x est positif, 


donc Fe est positif, c'est-à-dire qu'on a 3 


I 
1) = — 
pæ+— 


d'où 1] suit que l’ordonnée y est elle-même positive. 
Conclusion : Pour une valeur de x immédialement 

supérieure à zéro, y — + © ; la courbe part donc de 

l'infini, tout près de OY et à droile de cet axe (secteur 


‘ Ι : ἜΝ 
de droile en haut) ; restant toujours posilif, y Île 


sera de même, et comme la fonction 65], décroissante 
(puisque la dérivée est encore négalive) y diminuera 
en valeur absolue, se rapprochera sans cesse de zéro, 
quand æ augmentera. 

La courbe, parlic de l'infini en haut près de l'axe 
OY, s’en éloignera constamment dans son mouvement 
de descente; c’est-à-dire qu’elle se rapprochera de 
l’axe OX à mesure que x augmentera ; en d’autres 
termes, la courbe tendra vers l'infini, à droite, en 
descendant toujours et en se rapprochant de l'axe des 
æ qu'elle n'alteindra qu'à l'infim, c'est-à-dire jamais. 

Nous avons vu que les deux branches étudiées ap- 
parliennent à une hyperbole équilatère (n° 30) qui 
admel pour asymplotcs les axes X'OX el Y'OY. 

IL est-aisé, si l’on ἃ besoin d'un tracé précis, de 
construire la courbe par points, en assignant à æ des 
MoREux. — Calcul différentiel. ἢ 
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᾿ Ι 
valeurs successives. Le calcul de "Ἐπ dans chaque cas 


donnera la valeur correspondante de y. C'est ce que 
nous avons déjà fait au n° 81; mais il était utile de 
montrer comment, par la considération des dérivées, 
on peul se rendre compte immédiatement, et sans 
calculs longs et fastidieux, de l'allure de la foncuon, 


donc de la courbe représentative. 


4 
Tableau général de Ia fonction y = —. 


104, Lorsqu'on étudie une fonction et qu'on a carac- 
térisé le signe de sa dérivée, on peut, après avoir envi- 
sagé les valeurs remarquables de x et de y, résumer 
les constatations dans un tableau général qui, d’un 
seul coup d'œil, nous rappellera les variations de la 
fonction. Ce tableau est aussi d’une grande utilité pour 
construire à vue la courbede celte même fonction. 

Voici comment on dispose ce tableau : 


x |—-00 ἢ o Dave + oc 
ν᾽ à κα --- 8 +5 

U oO décroît —o | +o décroit O 
Explication. 


Sur une première ligne, on écrit æet, en face, Îles 
valeurs remarquables de la variable (æ) entre — οὐ οἱ 
+ co . [ci nous n'avons trouvé que la valeur zéro 

Sur une deuxième ligpe, on écril y’: puis, le signe 
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de la dérivée pour les intervalles définis dans la ligne 
précédente par les valeurs remarquables de 2. Il est 
bien clair que toute valeur de la variable pour laquelle 
la dérivée change de signe, est par là même remar- 


‘quable. Ici, la dérivée est négative dans tout intervalle 


entre — οὐ et + 0. Le trait vertical tracé sous la 
valeur 0 de æ indique qu'aucune valeur de y ne cor- 
respond à celte valeur zéro de la variable æ. 

Enfin, sur une troisreme ligne, on écrit y. En face, 
on met d'abord la valeur de la fonction pour toute 
valeur remarquable de αὶ : soit ici, o pour æ = — οὐ οἱ 
pour ἃ = +  ; de même, quand x est immédiale- 
ment inférieur à zéro, on ay — — © et quand zx est 
immédiatement supérieur à o, vu ag = + ©. 

Ensuite, ces valeurs de y étant calculées et insérées, on 
indique le sens de variation de la fonction pour chacun 
des intervalles considérés, par les mots : croit ou décroit. 

Quelques auteurs ont pris l'habitude de remplacer 


ces mots par des flèches : 71 = croîl ; IN = décroîl. 


Cette notation n'est pas à conseiller ; une flèche n'a 
jamais constitué une variation algébrique et c’est a vec 
raison que bon nombre de professeurs n’admeltenl 
pas la légitimité d'un tel signe. 


Discontinuité. 
105. La courbe que nous venons d'étudier offre une 


oarticularité assez curicuse que nous rencontrerons 
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plus d’une fois, lorsque nous chercherons à repré- 
senter graphiquement des fonctions. 

Reportons-nous à la figure 4o. Nous sommes en 
présence de deux branches d’hyperbole symétriques, 
mais qui ne sauraient se raccorder. Partons de l'angle 
supérieur de gauche et faisons croitre la valeur de x: 


ALP 


— "7, — 6, — 5, — 4, elc., correspondront des valeurs 
de y, négatives aussi, mais croissantes en valeur 
absolue, donc décroissant à l'infini. Quand x appro- 
chera de zéro, y tendra vers l'infini, mais sera tou- 
jours négatif. Pour x πα 0. 

y = — 00 

Nous avons vu comment il fallait interpréter ce 
symbole. 

Mais dès que x dépasse o pour prendre des valeurs 
positives, y devient très grand et cest positif. De ce 
côté, encore, il tend vers l'infini. Ou peut donc dire 
que, dans ce cas, 

pOUT ἃ = U, 
y = + ©. 

Ainsi, après s'être éloigné à l'infini dans le bas «qu 
secteur de gauche, le joint représentatif de La courbe 
nous revient de l'infini, du haut du secteur de droite. 
Non sculement les deux branches sont d’un côté difté- 
rent par rapport à l'axe des y, mais cet axe lui-même 
ne coupe la courbe qu’à l'infini, c'est-à-dire jamais. 

En cet endroit précis, pour x = 0, la courbe éprouve 
donc une discontinuilé : celle-ci correspond exacte 
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ment au passage par le point Ὁ des abscisses, ou si 
vous préférez lorsque les valeurs de x, négatives 
d'abord, mais toujours croissantes, prennent brus- 
quement des valeurs positives. 

De son côté, y, après avoir atteint l'infini négatif, 
prend aussi brusquement la valeur de l'infini positif et 
c'est là que se produit la discontinuité. 

En réalité, dire que la fonction y est discontinue 
pour æ = ο, signifie, comme nous l'avons vu plus 
haut, qu'elle n'existe pas pour cette valeur de la variable. 
Il faut donc, ainsi que nous l’avons fait, étudier la 
fonction y lorsqu'elle est au voisinage de la valeur 
zéro et nu pour ὦ = 0. 

Aucune explication, mieux que l’examen de la 
vourbe de la fonction ne saurait faire comprendre de 
façon plus neite celte curieuse particularité (fig. 4a)- 


Noa. — Après avoir étudié cette Lecon et la sui- 
vante. l'élève aura grand avantage à revoir la 


Leçon VII de Pour continuer l'Algèbre (Même collec- 
tion). | 


SIXIÈME LEÇON 


QUESTIONS DE MAXIMUM ET DE MINIMUM 


Dérivée nulle ; minimum, maximum. 

106. Maintenant que nous savons éludier une fonc- 
tion dont la dérivée demeure posilive ou négative, il 
nous resle à envisager le cas intermédiaire, c'esl-à- 
dire celui où la dérivée g' est nulle. 

Pour fixer les idées el raisonner sur un exemple 


concret, considérons à nouveau la fonclion 
y = χ | 
qui nous est devenue familière. 
La dérivée esl 
y = 2%, 
Pour x = o, cette dérivée s’annule. Donc, au point 
(x — 0, y = 0), l'équation de la langente, que nous 


avions écrite sous celte forrne ! 
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où a désigne la valcur de g' pour æ = o. devient ici : 
ἢ —0—=0(x — 0) = 0: 
soit y = 0, 

Donc, quand y’ = 0. la constante a est nulle, ce qui 
signifie que l'inclinaison est nulle et que la langente 
est parallèle à l’axe des x. 

Dans l’exempie choisi, la tangente se confond avec 
cel axe. 

En outre, dans ce même exemple, lorsque x passe 
par la valeur zéro, y' change de signe en s'annulant : 
de négalive, la dérivée devient posilive; par consé- 
quent, de décroissante, la fonction devient croissante. 

On dit alors que pour æ = 0, la fonction y passe 
Dar un MULUMUM. 

Lorsqu'on conserve l'usage, déjà indiqué, de faire 
varier x de telle façon qu'il augmente constamment, 
le mot minimum prend bien le sens qu'on lui donne 
communément. 

Ainsi, la fonction g = χα est d'abord décr:issante 
jusqu'à x = 0; 

Elle diminue jusqu'àyæ=0XG=—0; 

Puis elle devient croissante; c’est-à-dire qu'elle 
augmente à partir de zéro : cette valeur constitue 
donc bien pour elle une valeur minimum. 

Notons ici, que l'inverse peut également se pro- 
duire : lorsque la dérivée s’annule en passant du posi- 


tif au négatif, la fonction. de croissante qu'elle élait. 
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devient décroissante et l’on dit qu'elle passe par un 
maximum. 

En résumé, lorsque la dérivée s’annule et change de 
signe, la fonction passe soit par un maxinium, soit 
par un minimum, suivant que y’ passe du posilif au 
négalif, ou bien du négalif au positif. 

La courbe possède alors une tangente parallèle à 
l’axe des æ (X'OX) et elle change de sens. 


Remarque. 

107. Toutefois, il faut ajouter qu’une dérivée g' peut 
fort bien s’annuler sans changer de signe; dans ce 
cas, il n’y a ni maximum ni minimum ; la courbe pré- 
sente bien encore une langente parallèle à l'axe des x, 

Nous verrons plus loin des exemples de ce genre. 


Étude de la fonction y — x° par les dérivées. 

108. Appliquons immédiatement ces notions nouvel- 
les à l'étude de la fonction y τὸ αϑ. Cette fonction 
imporlante a déjà plusieurs fois relenu notre atten- 
lion, mais ici, nous nous proposons de l’étudier d'une 
manière complète. Nous voulons avoir une idée exacte 
de loule la varialion de y et de la courbe représenla- 
Live tout entire (fig. 41). 

À cet elfet, nous allons faire varier æ d’une manière 
conlinue de — © à + οὐ. Dans ce cas, les malhéima- 
liciens disent qu’ils étudient la fonction dans l'intezr- 
vale {— οὐ, + oo). 


127 
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Toutes les fois qu’on se propose d'étudier à fond une 
fonction, on commence par calculer sa dérivée. 

Dans le cas qui nous occupe, nous savons que celle 
dérivée a pour valeur 


Μ᾽ = 2%. 


On cherche ensuite les valeurs de x qui annulent cette 
dérivée y’, et la font changer de signe, puis on déter- 
mine le signe de y’ dans chacun des intervalles définis 
par ces valeurs. 

Si nous faisons ici 


J'=2T7=0, 


nous voyons immédiatement que, pour z = 0, la 
dérivée s’annule en passant du négatif au positif. Donc 
quand x passe par la valeur zéro, la fonction y, de 
décroissante devient croissante : elle passe par un 
minimum égal à 


O X O == OC. 


Quand on a fait ces sortes de déterminations, de 
beaucoup les plus importantes, il reste à calculer les 
valeurs de y pour 4 = ΞῈ οὐ et à 86 rendre compte s’il 
n'existe pas d’autres valeurs remarquables de I& 
variable. 


Dans le cas étudié ici, 


EE ER OR PS à 0 
y Cf @)(+ 01m + 00 


Si Ζ τὰ — ©, 


gi Z τα —- οὐ 
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\ucune autre valeur de x ne paraît remarquable, 
Résumons maintenant les résullats duus uu Tableau 


analogue à celui du numéro 104. 


r — Οὗ . « Le + * + 

pe - - « CA ] + [2 - . 

y | + décroit O croît -F οὐ 
min. 


L'étude du trinôme du second degré, assez compli- 
née en Algébre élémentaire, traitée de la même 
ma ière que la fonction précédente, va nous montrer, 
en ‘re une fois, la simplicité de la méthode qui em- 


ploie les dérivées. 


Fonction y = x*°— 6x -ἰ 44 (Trinôme du second 
degré). 
109. Pour étudier complèlement celte fonction (1), 
uous ferons varier x de — © à - ©, 
Calculons la dérivée ; nons aurons : 


y = 2x — (, 


ou y = λ (ὦ —3). 
l'aisant 5 =0 OÙ = 3 (ὦ — 5) Ξε 0, 


on voit que cette dérivée s’annule et change de signe 


(x) Gelle fonction ἃ déjà été étudiée an n° 25: il s'agit ici de 
montrer la simplicilé et la supériorilé des dérivées pour trouver 
imimédialement l'allure de la courbe d'une fonction analogue 
à celle que nous considérons. 
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pour # = 3, en passant du négatif au positif, puisque 
pour : 
χα - 8: τὰὸό ἃ, par exemple : 
"5 τὰἪ ἃ (ἃ -- 8) τῷ (--- Ἰ) ὦ —3; 
ῳ 3: ἃ = ἢ, par exemple : 
Μ᾽ -α ἃ (ὁ --- 8) πὶ ἃ (Ἐ 1) "5 +2. 

Donc, quand ἃ passe par la valeur 3, la fonction y 
passe par un minimum. 

Pour avoir la valeur de ce minimum, il suffira de 
faire x =» 3 dans l'expression de y, ce qui nous don- 
nera : 

y = (3) —(6 χ 8) + rx, 
ou y = 9 — 18 + 11 = 2. 

L'étude de la dérivée étant terminée, il faut cher- 
cher la valeur de y pour x := -Ὲ οὐ, Ce calcul est un peu 
délicat; le plus simple est de mettre αὐ en facleur 
-ommun dans l'expression de y, c'est-à-dire dans 
ad — 6x + 11, qui devient alors : 

H RS 
y τὰ 2? Fate Ἢ 3)" 

19 Quand æ = --- οὐ, 

premier facteur est x? τα (— o©)(— ©) = +; 
ia parenthèse devient : 

6 IL 
LES ETES: ml1+0+0— 13 
de sorte que y me + 00 X 1 == + 00. 
20 Quand + = +®, 


Fig. 42. — Courbe de la fonction 


= €? — ÔT + 11. 


are 
ES: 


nn 


Rd re  Ξ- 
πε τ πιν0:- 
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on voit de la même manière que le premier facteur 
LE (0) (4 00) 00 


la parenthèse vaut : 


6 11 
Mate 
donc ) = + 00 X 1 =x + oo. 


Résumons maintenant l’élude de la fonction dans 
le Tableau suivant : 


T Æ=i 00 ΓῚ = a Ά 5 ΓῚ = a 00 
y 5 s4t -- 0 + 4h 
y | + co décroît 2 croit + oo 


IL est aisé maintenant si l’on calcule la valeur dc y 
pour quelques autres valeurs ἃ 5 x, comme on l'a fait 
au n° 25, de construire la courbe représentative : c’est 
une parabole (fig. 42). Mais, il était ulile de moutrer 
que la simple inspection du Tableau construit à l’aide 


de la dérivée, indique bien l'allure générale de la 
courbe, 


Fonction y = x — 3x. 
10. Soil mainteuant La fonction ἢ = αὐ - 3x. 
Calculons sa dérivée qui est celle d'un polynôme 
L'application du n° 70, nous donne : 
y = 3.3 — 3. 
Cette dérivée s’annulc quand 
y' - AL? — $ æ O: 
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ce que l’on peut écrire aussi bien : 


3? «= 3, 
OU 2 Ὁ 
δ Ξ-Ξ- 3 = 1], 
d'où Φ τὰ - 1. 


Nous avons donc pour x, deux valeurs remarqua- 
bles qui sont — 1 et + 1; il faut maintenant déter- 
miner le signe dey' dans chacun des intervalles définis 
par ces deux valeurs. 

Lorsque x varie de — οὐ à — τὶ In dérivée, ne s’an. 
nulant pas, conserve 16 /néme signe (puisqu'elle varie 
d'une manière continue); mais comment reconnaître 
ce signe? 

D'une façon très simple : en donnant à æune valeur 
quelconque comprise entre — οο et — ας 

Faisons par exemple Œ = — ἃ 
dans " = 937 ---ὅ; 

Nous aurons successivement : 

y =3x(- 2} —3, 
u --. δ x (+1) — 3, 
J' = 12 — 3, 

y = +9. 

La dérivée étant positive, la fonclion y est crois- 
sante dans l'intervalle (— co, — 1). 

Donnons maintenant à x une valeur comprise entre 


- ret + 1, 801} αὶ ταὶ 0. 
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La dérivée y' devicnt : 

y = 3 —-3=0—3—— 3; 

Ainsi : y = — 3. 

Celle fois, la dérivée est négative ; donc la fonction 
est décroissante quand x varie de — 1 à + τ. 

Mais pour Z = — 1, y'a changé de signe en passant 
du positif au négalif; la fonction passe donc elle- 
même par un maximum égal à : 

y = α" — 3x, 
y=(-1)} —3(—ai), 
y = —:1+5, 

JR Sr 


Enfin, entre + 1 et + ©, la dérivée est positive, 


aiusi que nous pouvons nous en assurer : donnons à | 


cet elfet ἃ x une valeur supérieure à - 1, soil 


Σ = - 2, par excinple, il viendra successivement ἢ 


y - 3x? — 3, 

y -Ξ ὃ X (+2) — 5, 
y'= ὃ Χά — 3. 
ν᾽) == τὰ — 3, 
pie 9: 


Notons en passant que nous trouvons ici, même. 
valeur que pour x == -— 2; ce fait ne doit pas nous, 
surprendre ; dès lors que x ne figure dans Μ' que par 
son carré (x?) et que les carrés de deux nombres 
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»pposés sont égaux, y' doit prendre la même valeur 
quand on donne à x deux valeurs opposées, telles que 
—aet+2; +3: ΞῈ 4, etc... À 

La dérivée pour ἃ; πα + 1 s’annule et passe du négatif 
au positif ; la £uclion y passe donc par un minimum 
égal à : 

LL ὅχ ται — 3 κα — 2. 

[Il nous reste encore à déterminer les valeurs de y 
quand x égale + οὐ οἱ —c, Un simple artifice d’écri- 
ture va nous permettre d'y arriver. 

Écrivons en effet : 


y = x — 5x 
sous cette forme : 
( 8 
bei Am τὴς 


dans laquelle x° ἃ été mis en facteur commun. 
Six = — ©, la parenthèse devient : 


CET I—O0 ἢ. 
Le premier facteur x prend la valeur de 


(— οο) = — οὐ ; 


donc, "υ == — 0 X I —-@. 


ΑἹ ἃ; + wo, la parenthèse est encore égale à τ. Le 
premier facteur vaut (+ co ) = - οὐ, de sorte que 
y = + co X 1= + ©. 


͵ 


Mongux, — Calcul diflérentiel. 10 
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Nous pouvons maintenant écrire le Tabieau résu- 


imant les variations de la fonclion. 


x 00119) ... ml he + 1 ἀ δ᾽ + 90 

μ᾽ nt À. O - ο + ἐς 

y |—o croît -Ὁ ἃ décroit —2 croît + 0 ]; 
Max. : Min. | 


Le Tableau ainsi disposé, nous allons passer à la 
construction de la courbe, maïs il faut auparavant 
compléter encore les résultats précédents en cher- 
chant les points où celle-ci coupe les axes (fig. 43). 

Nous obliendrons ces points en faisant successive- 
ment æ = oety == 0. 

SiT τῶ 0, y = x'— 5x = 0 —0—= 0; 
Siy == 0, il vient «αὖ -- 3x = 0. 
Mettons x en facteur commun : 
4 (χ" — 8) = 0. 

Nous avons ici un produit de 2 facteurs ; pour qu'il 

soit nul, il faut et il suffit que l'un de ces facteurs soit 


nul, ce qui donne les deux solulions : 


10) T "0 
20) 3 — 3 κα O. 
d'où Mu ὃ et ἃ - +1\/3,. 


On voitimmédiatement que l'axe des + estcoupé paï 


la courbe en 3 points distincis ayant pour abscisses : 


πὸ οἱ x = + (/3. 
Maintenant, nous avons réuni tous les éléments di 


la courbe : celle-ci part de -- © en bas el à gauche, 
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- a ι τ ................ LES 


----..------ 
nt 


"ὦ 


ee 04 ma 0 9 con à ---- 


Fig. 43. — Courbe de la fonction y = æ3 — 3% 
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puis elle monte et coupe l’axe des x au point d'abs- 
cisse — ν ἢ, 

Elle continue à monter jusqu'au maximum 

œ=—1,y= +2). 

À partir de ce moment, elle redescend pour attein- 
dre le minimuin (æ = + 1, y τῷ — 2} tout en cou- 
pant les axes au point O (x — 0, y = 0). 

Enfin, à partir du minimum, elle remonte cons- 
tamment jusqu'à + οὐ en haut et à droite après avoir 
coupé l'axe des X une troisième et dernière fois au 
point d'abscisse æ == + V 8. 

C'est cette courbe que nous reproduisons en grand 

dans la figure 43. 
Nous donnons, en terminant, les valeurs de x cor- 
respondant à celles de y. 


Valeur de x Valeurs de y 
— © — οὦ 
M2 — 18 
— 9 — 9 
— 1 + 2 Max. 

Q O 
+ ! — 9 Mi: 
+2 + 2 
+ 3 + 18 
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Etude d'une fonction bicarrée. 
11f. Lorsqu'une équation du 4e degré, ἃ une seule 
inconnue, est de la forme 
ax! + δαλ- ὃ « 0, 


on l'appelle équation bicarrée : ce nom provient de ce 
que l'équation ne contient que le carré de l’inconnue 
et le carré de ce carré. 

Nous n’avons pas étudié l'équation bicarrée dans: 
Pour comprendre l'Algèbre, faute de place simple- 
ment, car, en réalité, sa solution n’est pas plus diffi- 
cile que celle de l'équation du second degré, à laquelle 
on peut toujours la ramener. 

En effet, prenons d'abord pour inconnue “ἢ; et, 
pour simplifier, parars 


x? su ἢ. 


En remplaçant αὐ par y tlans l'équation proposée 

on a l'équation : 

ag + by+c=0 
que nous savons résoutire. On trouvera donc facile- 
ment la valeur de y et comme y = +, finalement la 
valeur de z. 

L'équation bicarrée admet 4 racines, c’est-à-dire ἡ 
solutions qu'il y a toujours lieu de discuter; son étude, 
par les moyens de l'Algèbre élémentaire, est assez 
délicate ; aussi allons-nous l'aborder par la méthode 
simple des dérivées. 
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112. Soil la fonction bicarrée 
y= χ' --- 8x* + 10; 
Nous allons faire varier x de — oc à + οὐ. 
Calculons la dérivée 
y “ἡ πὴ -—16zx 
ou 
y = 4x (x — 1h) 
Pour qu'on ait 
hkzx( —4)=0, 
c’est-à-dire pour que la dérivée soil nulle, il faut et il 
suffit que l'un de ces deux facteurs le soit ou 
10) 4& æ=O, d'oOùt=æ 0. 


γ0ὴ « -- ἡ - το. ἀ᾽ οὐ αἢ -- ἡ, αὶ + \/4h = Ἐ 


La dérivée s’annule donc pour 3 valeurs distinctes 
de + qui sont, dans l'ordre : 
— 2; O ; nn Le 
Pour connaître son signe dans chacun des inter- 
valles ainsi définis 1] suffit, nous le savons, de don- 
ner à x des valeurs intermédiaires. 
Faisons d'abord æ « — ἃ; soit 7 = — 4, pur 
exemple ; comme nous avons trouvé 
J'= ha —:67zx 
Si NOUS rernplaçons ἃ par — 4, il vient successivement 
ῃ! πὸ ἢ (-- 4) — 16(— 4) = — 256 + 64 = — 192. 
Prenons maintenant un nombre compris entre — 2 
et o ; soil — 1 
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Pour x = — 1, 
=  (-- 1)" —16(— 1) —4+ 10 = + 12 
On voit clairement que quand x croît en passant 
par la valeur — , Μ΄ s'annule en passant du négatif 
au positif, ce qui donne pour g un minimum égal 
à : 
(— 2) — 8 (— 2) + 10 = 16 — 32 + 10 = — 6. 
Donnons maintenant à æ la valeur + τ, afin de 
connaître le signe de la dérivée dans l'intervalle (0, 
+ 2); ü vient : 
y = ἡ (+ 1} — 16(+ 1) = ἡ — τ « — 12. 
Lorsque + = 0, y's'annule et passe du positif au 
négatif, ce qui fourr:ilt pour gun maximum égal à : 
O— O+ 10 + I0O 
Enfin, donnons ἃ x une valeur supérieure à + x! 
5011 + ἃ; 
on obtiendra pour |; : 
μ! 5 4 CHA) — 16 (Ἐ 4) κα 256 — 64 em + 192. 
Pour æ = + 2, la dérivée passant du négatif au 
posilif, y passe par un minimum égal ἃ: 
(+ 2) — ὃ (+ 2) + 10 — 16 - 32 + 10 = — 6, 
Cette étude «le la dérivée étant achevée, il nous 
reste à calculer les valeurs de y quand x == + 00. 
Nous emploierons à cet eflel un procédé déjà utilisé 
et qui est la méthode générale quand il s'agit de poly- 


nÔôImes,. 


a 
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Ecrivons la fonction 
ἢ τὰ αἱ -- ὃ λ΄ - τὸ 
sous la forme 


8 10 
Δ “πο. rome pur 
D we x (à nt) 


Quand x = + οὐ, le 1°" facteur est toujours égal 
ἃ (ΞΕ ©)! = + ©. 


Le 9 facteur a pour limite : 1 — το CA -Ξ ἘΞ 1, 
de sorte que 
= +0 X 1 == +00. 
Avec ces résultats, il est aisé deconstruire le tableau 
résumant la variation de la fonction. 


x — @ “δ. + 2 ... O .…. +- 3 .. + O0 

Url -- ο + α.  — O + à à 

y |<+ οὐ décrot —6 croit +10 décrot —6  crot + © 
Min. Max. Min, 


La courbe (fig. 44) part de l'infini, en haut, ἃ gau- 
che et descend à un τὴ" minimum, après avoir coupé 
l’axe des æ en un 1‘ point. Puis, elle remonte au 
maximum, en coupant le même axe en un 2° point, 
et, du maximum, redescend vers un 2° minimum, 
après avoir coupé l’axe ΧΙ O X en un 3° point. 

Enfin elle coupe de nouveau (pour la 4e fois) cet 
axe qu'elle quitte définitiv went pour monter ἃ 
l'infini, en haut, à droite. 


Γ 
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Remarque. 

113, Les points d’intersection de la courbe avec 
l’axe des x ont lieu lorsque y == o. 

Ce sont les racines de l'équation 

α' — 8x? + 10 = ὁ 
dont nous avons parlé au commencement de cette 
étude ; on peut voir qu'elles sont au nombre de ἡ. 
ainsi que nous l'avons dit. 

Si notre courbe était construite à grande échelle 
sur un papier quadrillé au millimètre, à l’aide de la 
détermination d’un certain nombre de points, nous 
pourrions lire facilement, sur la figure, les valeurs de 
æ pour lesquelles y = 0; c’est-à-dire que nous aurions 
des racines de l'équation, donc la solution de cetlie 
dernière. 

On entrevoit déjà tous les services que peut rendre 
la méthode graphique à un ingénieur situé en face 
d'une équation souvent longue à résoudre par les 
procédés algébriques, ou même ofirant parfois de très 
grandes difficultés au mathématicien. 
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114. On donne deux nombres variables, tels que leur 
somme demeure constante et l'on demande comment 
doivent être ces deux nombres pour que leur produil 


soif maximum OÙ MINIMUM. 
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Supposons que la somme conslante soit égale à 10. 
Prenons le premier nombre pour variable indépen- 
lante et désignons-le paræ; l’autre sera évidemment 
10 —- 2. 

Leur produit s'écrira : 

T X (10 — Ζ) == τοῦ — mi. 

Ce produit est une fonction de la variable x que 

nous pourrons désigner par y, on écrira donc : 
U = τοῦ -- ri. 

Pour trouver la valeur de x qui fournit un maximum 
ou un minimum, il faut calculer la dérivée du produit 
ou de la fonction y; comme c'est un polynôme on ἃ 
immédiatement : 

y = 10 — 2T. 
Quand z croît, cetle dérivée s’annule en passant du 
positif au négatif pour 
10 — 2 = O, 
ou 
PME MEET 
| 

Le produit est donc maxüum'u quand l’un des nomn- 
bres est égal à 5, l'autre vaut τὸ — 5 = 5, Les deux 
nombres sont donc égaux, 

Ce résultat est général, quelle que soit la somme 
constante οἱ l’on peut dire que 

Le produit de deux nombres, dont la somme est cons: 
tante, est maximum, lorsque ces nombres sont égaux 
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115. Quel est le rectangle de périmèlre donné qui ait 
la plus grande surface ? 

Ce problème est une variante du précédent, mais 
nous allons le traiter différemment pour nous fournir 
un nouvel exercice. 

Soit un rectangle de périmètre égal à 100 mètres. 
Appelons x la largeur et y la longueur (fig. 45); on 
a évidemment : 

2X + α τῷ 100 
ou. en divisant par ἃ: 
x + y —= 5o. 

Si nous prenons la largeur ὦ pour variable, il est 
clair que la longueur vaudra 

y == DO — ὦ. 

Nous savons que la surface S est égale au produit 
des deux dimensions, ou : 

S πὸ æy = τ (80 — 2), 
ou S = θοῦ — x?. 

La dérivée de S par rapport à x est celle d'un poly- 

nûme : 
Μ' = 50 — 2x. 
Celle dérivée s'annule en changeant de signe pour 


F, 
90 ἶ ν 
x = Τα 25 ; et quand zx croil elle passe du posiltl 


au négatif; c'est donc que la surface S passe par un 


maximum. 
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L'antre côté y est donné par : 
y mx 50 — x = 90 — 25 == 29. 


Comme x = y, on voit finalement que le rectangle 
demandé est, en réalité, un carré. 

J'ai dit que ce problème était une variante du précé. 
dent : en effet, «ici encore nous avons une somme de 
deux nombres (x et y) qui est cons- 
tante et égale à 5o (demi-périmètre). 

Dire que la surface S est maxi- 
mum, c'est en réalité énoncer que 


le produit æy est maximum. On 
retrouve d'ailleurs un résullat déjà énoncé, puisque 
la condition pour que la surface soit maximum, 
est que ἃ — y, ou que les deux nombres soient 
égaux. 


116. La somme de deux nombres x + y étant cons- 
tante, les sommes des carrés x? 4- y: ou des cubes x + 
y° sont-elles susceptibles d'un maximum ou d'un mini- 
mum ? 

1° Supposons comme dans le premier problème, 
que la somme constante soit égale à 10 : 


T + y = 10. 


Prenons ἃ pour variable indépendante, il vient 
d'abord : 
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Remplaçons maintenant y par sa valeur, dans la 
somme αὖ + ἢ5, NOUS AUIONS : 
æ + μ' = 2? + (10 — x), 
= Χ2 + 100 — 207 + 5, 
= 2%? — 20X + 100. 
La dérivée par rapport à x est : Ê 
2 X 27 —— 20 = 2 — 20. 
Quand æcroîl, celle-ci s'aunuleetchange designe pour 


ἀκ — 20 = 0, 


20 
ἢ D 


en passant du négalif au positif. 


ou Œ == 


Donc pour æ == 5, la somme des carrés passe par 
un /ninimum. 

Dans ce cas: yæi10—5= 5, 
et le minimum est égal à : 

x? 4 y τὸ 20 + 25 τῷ 80, 

On voit que la somme de doux nombres étant cons- 
tante, la somme de lèurs carrés est minimum, quand 
‘eur produit est maximum, c'est-à-dire quand ces 
deux nombres sont égaux. 

29 Pour éludier la somme des cubes, nous allons 
remplacer y par sa valcur 10 — x, dans la somme 
x + y ; d’où : 

T+y = rt +(10 — zx); 
œ 2 ++ 1000 — 3007 + 80 x — 7 


= 307 -ὀ $o07 + 1000. 
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La dérivée par rapport à x est : 
30 X 2x — 300 — 60x — 500. 


Quand x croît, elle s’annule en changeant de signe 


pour 

60x — 300 = 0 
ou 

x ἘΞ ΟΣ =, 


60 
ct passe du négatif au positif, ce qui indique que la 
somme des cubes passe pour ἃ -- 5, par un minimum 

Dans ce cas, y = 10 — 5 — 5; les deux nombres 
sont encore égaux ; et 16 minimuin est égal à 
χϑ ΒΒ JE ΞΞΞΕ 58 + 538 
ΞΞ; 125 ἘΦ ΞΘ οἰ" 


Applications : 
117. On suppose donné un segment AB, de longueur 


égale à 10 mètres. Un point M le divise en deux par- 


lies AM el MB et on cons- 
truil les cercles de 
diamètre AM el MB 
(fig. 46). 

On demande de déler- 
miner le point M de telle 


Fig. 46. 


manière que la somme des surfaces de ces cercles soit 


minimum. 
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Solulion : Posant AM = x οἱ MB τὸ y, on a d'abord : 


Æ+y—= 10. 
x 


. 
= 1! 
τ᾿ 


Le rayon du premier cercle est 


celui du second δ᾽ 


Leurs surfaces respectives valent donc 


x 2 rx? y ) sn Ty? 
s(&) == ἡ οι (ἢ = h 


ἥ Li 2 2 
ὴ UE + y”). 


Il s’agit de trouver le minimum de x? + μ᾽, sachant 
que la somme x + y conserve une valeur constante 
égale à ro. 

Or, nous venons de voir qu'il faut que ces nombres 


10 


soient égaux entre eux Οὐ 4116 ἃ; =y= = ὃ. 


18. Si, au lieu de construire des cercles de diamètre 
AM et MB, on construisail des sphères de même dia- 
mètre et si l'on cherchait Le point M pour lequel la 
somme des volumes est minimuin, Îa somme 
x + ys répondrail à la question, d'après ce que nous 
avons démontré. 


119. C'est encore le même problème qu'il faudrait 
résoudre st l’on demandail de partager AB en deux 


---.-. 
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segments, de manière que la somme des carrés de ces 
segments soit la plus pelite possible. 

Soit AB τὸ 20 cm. Prenons AM comme inconnue : 
AM = x; par suile MB = 20 — x (v. fig. 47). 


La somme des carrés des deux segments déterminés 
sur AB sera : 
AM? + MB = x? + (10 — x}. 
Nous avons ici le carré d'une différence ; en se rap- 
pelant la formule (v. n° 53) 
(a — D} = a — 24ab + &, 
on. écrira immédiatement : 
AM: + MB? = 2° + 20° — 2 X 20 X x + xt, 
= τ + 400 -— 4ox + x°, 
—= 2% — ἦρχ -| 4oo. 
Or, 11 faut que celte somme soit la plus petite pos 
sible, c'est-à-dire minimum. Calculons sa dérivée : 
2 X ἃν —- 40 = δῆτ — η0, 
= ἡ (x — 10). 
Celle-ci s'annule en passant du positif au négalil 
pour ἃ = 10. 
s'est donc bien un minunum qu’on oblient en par- 
tageant AB en deux parles égales. 


MorEuUx. — Calcul difiérentiel, 11 
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Ce résultat est général. Quelle que soit la longneur 
du segment proposé, il faut le partager en deux por 
tions égales pour obtenir deux segments tels que la 
somme de leurs carrés soit minimum. 

Passons maintenant à d'autres genres de problème. 


120. Supposons qu'on dispose d'une certaine somme, 
en vue de construire un récipient ayant la forme d'un 
cyändre de révolution ; on se demande quel est le plus 
grand volume qu'on pourra obtenir avec cetle somme. 

Comme l'épaisseur du récipient est uniforme, la 
dépense est donc proportionnelle à la surface totale; 
d’où il suit que le problème revient à celui-ci : Quel 
est le plus grand cylindre qu'on pourra construire avec 
une surface donnée ? 

Soit, par exemple, une surface de 37 'm°?,68; nous 
supposerons le cas où le récipient n’a pas de couvercle. 
Sa surface totale sera donc sa surface latérale aug- 
mentée de l'aire du cercle de base. 

Soit À la hauteur du cylindre ; 

r le rayon du cercle de base. 

La surface totale S, sera : 


S == Ἅπ)᾽ ἢ + πΞ em 37,68: 


et le volume V sera : 
V Con | rrth. 


Dans cette formule, nous considérons r comme 
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variable : nous allons donc remplacer ἃ par sa valeur 
tirée de l'expression de la surface ou 
Ἵκγἢ mn 37,68 — rr?: 
d’où 
Ἢ 37,68 — πγϑ 


arr 


h 


Substituant dans l'expression de V : 


2 /: AU 2 
28 CPR ot PACE PAS 
27/7 2 


V = 
ou 
V= — (37,68r — zre), 
La dérivée de V est 
I 
V' = FT (37,68 — 3rr?); 


elle s’annule et change de signe pour : 


37,68 
EURE YR Lace 
ou 
37,68 
Ρ πὰ + PTE Ἢ 


r étant une longueur, seule, la racine positive nous 
intéresse. 


37.68 
Quand r croît et passe par la valeur + DEA 


la dérivée passe du positif au négatif, ce qui indique 
que V pass# bien par un maximum. 
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Pour calculer ce dernier, prenons pour valeur 
approchée x = 3,14; le maximum a lieu lorsque 
[35.68 87.68 εξ 
D ὡ:Ξο τ! - τ τος - "7 = 9 


Remplaçant maintenant r par sa valeur 2 dans 


l'expression de V écrile plus haut, il vient : 
Ι" ; ᾿ ἡ μὰ 
V = τ (9η,08 — rr*) Ξξ _ (37.68 — 3,14 X 4) 


ou finalement 
Υ -Ξ  ὁηγ0δ -- ταν ΞΞ “5,18. 


Ainsi 29 m*,120, lelle est la plus grande capacité 


ι qu'on peul oblenir avec notre surface 
ἽΝ donnée. 
; 121. Soit un triangle rectangle BAC 


dont les côlés de l'angle droit 

ont respectivement AD = Gin; 

AC = 10m. (fig. 48). 

On demande de relirer de ce 
triangle le plus grand 
rectangle s'appuvant sur 
les côtés de l'angle droil 
tel que ADET (ombré) : 


CAPE, 


la surface du rectangle Sera : 


EPOEVN RENE πον ὙΦ ον 


᾿ 
4 
L 
{ 
| 
Ι 
|| 
| 


Si l'on pose AD = x 
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Il s'agit donc de déterminer x et y de façon que 8 
soit maximum. À cet effet, nous allons d’abord cal- 
culer y en fonction de x et des données. 

Le grand triangle et le triangle partiel CDE sont 
semblables, puisque DE est parallèle à AB. 

Nous pouvons donc écrire : 

CD. DE 
CA AB 

Mais CD - 10 — +; CA = 10: AB = 6 et DE = y. 

La proportion précédente deviendra donc : 

10 — x 
Mol )01 

d'où 
D COTES 


Fi , 
Î 10 , 5 (to — x); 


et l'expression de S devient : 


Smxx 8. (ο-- 2), 


ou 


Sea: 


et finalement 


3 
5 "ΟΣ -- τὸ τ 
La dérivée par rapport à x est: 
6 
CES Χχ-θ-- τ ας 
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elle s'annule et change de signe pour : 


6— τὰ -- 0, 
ou 
F5 - 8, 
d'où 6x = 30; 
ou 
σον 
τ παῖς 


en passant du positif au négatif, ce qui signifie que le 
surface traverse un maximum. 
La valeur de y est facile à tirer de l’égalité : 
3 3 3 
= τ (10 — x) = Ἐ (10 — 5) = 5 X 5 = 3. 
La surface S du rectangle a donc un maximum 
égal à 
DU — OO ADI 
Le grand triangle rectangle ayant une surface 
égale à : 


— (AB x AC) == — X 10 X 6 = 30 μλ"., 


On voit qu'après avoir retiré le rectangle maximum, 


il en reste exactement la moitié. 


122. Remarque : Dire que ἃ = AD = 5 mètres et 
y = ΔΕ = 3 m., c'est exprimer que les points Det F 
sont au milieu des côtés de l'angle droit du triangle pri- 
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mitii, côtés qui valent respectivement 10 m. et 6 m. 

C'est là un résultat général et l'on peut énoncer celte 
règle : Étant donné un triangle rectangle quelconque, 
pour en retirer le plus grand rectangle possible, il 
suffit de mener par le milieu de chacun des côtés de 
l'angle droit une parallèle à l'autre côté. 


123. Inscrire dans un cône de révolution, un cylindre 
dont la surface lotale soit la plus grande possible. 

Le cylindre étant supposé déjà inscrit dans le cône 
(fig. 49), faisons une section droite par un plan pas- 


sant par le sommet du cône et perpendiculaire à la 
base. 

Nous aurons Ja figure 50. Donnons-nous des 
uombres, 

Soit un cône de 1 m. de hauteur et dont le rayon 
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de base vaut 4 m. Appelons À la hauteur du cylindre 
inscrit, + son rayon de base. 

Sa surface totale S sera égale à sa surface latérale 
arxh, augmentée de la surface des cercles de base ou ; 
arx?, ce qui donne 

S = ἀπαῇ -Ε ar. 


Mais les triangles BDE, BHA sont semblables (DE 
parallèle à HA). 
Remarquant que 


DE = ἃ: HA = 12: BH = 4: BD =4 — αὶ 


Nous pourrons écrire : 


DE LD 9 (ὁ. ἀπὸ 
GX ΒΗ͂ FAST A Te 
D'où 
A 
ARLON à 


Remplaçant À par sa valeur dans l'expression de 
S, il vient : 
S æœ 217 Χ 3(4 — x) + 27°, 
æ ὑπα (ἡ — x) + πα", 
τὸ χἦπδ — θπα2 + anwi, 
= λήπᾷ — ἤπα3. 
Calculons la dérivée par rapport à æ : 
δ' == 247 — ἧπ X 2%, 
= 247 — Bnx, 
ou finalement S' — 8x (3 -— x). 
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Cette dérivée s'annule et change de signe pour ἃ; = ὃ 
en passant du positif au négatif, ce qui indique que la 
surface S passe par un maximum égal à 

S == 24m X 3 — 4x X 3, 
= 727 — 367, 
= 367 ou x X 36 m2, 

Connaiïssant x, il est facile de calculer À précédem- 

ment trouvé : 


ἢ - ὁ (ἡ -- α) = ὅ (ἡ —3) - ὃ. 


Remarque. 

Il se trouve ici que le rayon de base + du cylindre, 
est égal à La hauteur À, mais ce n'est pas un résultat 
général. Cette coïncidence est due à ce que la hauteur 
du cône donné, égale 3 fois le rayon de base de ce 
même cône. Dans tous les autres cas, on trouverail 
des valeurs différentes pour 
« οἴ pour À. 


124. Transformer untronc 
d'arbre en poutre rectan- 
gulaire présentant le maxi- 
mum de résistance à la 
flexion (fig. 5x). 

Rappelons que si l’on 


coupe une poutre rectangulaire transversalement, la 
section étant un rectangle de base ὁ ot de hauteur 
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ἃ, la résistance à la flexion est proportionnelle au pro- 
duit δὴ 

Supposons ie diarmaètre D de l’arbre égal à 80 cm. ; 
il s'agit, comme le montre la figure, d'inscrire dans 
le cercle de section de cet arbre un reclangle de di- 
mensions ὁ et À, tel que le produit bh? soit maxi- 
mum, 

Appliquant au triangle rectangle, le théorème de 
Pythagore relatif au carré de l’hypoténuse (V. Géom. 
lane n° 168), D étant ici l’hypoténuse, nous aurons : 


δ᾽ + h? = D, 
ou δ' + h? -- 30° = 900, 
d'où hk? = 900 — b°. 


Par ailleurs la fonction dont on cherche le maximum 

est 
y = bh?; 
remplaçant k? par sa valeur dans cette dernière équa- 
tion, il viendra ; 
g = ὃ (900 — δ5) = 900 ὁ — ὅν. 
Calculons la dérivée : 
9΄ = 900 — 3 δ; 

elle s’annule pour 900 — 3 b? == 0, 
ou 


ψ" 
Dm Ve 


--- 300; 


el 


b == + \/%00 
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Une longueur réelle constituant toujours une quan- 
tité positive, la racine négative doit être éliminée. 

Lorsque b passe, en augmentant, par la valeur posi- 
tive + 1/300, y passe du positif au négatif ; c’est donc 
que la fonction y traverse un maximum. 

Les dimensions de la poutre sont donc : 


ὃ = \/300 == 17 cm. 320 ; 
et l'on a vu quo 
R2 == 900 — δ᾽ =x 000 — 300 == 600; 
d'où 
ἢ = \/600 = 24 cm. 495. 


Rapport des dimensions de la section de la poutre. 


125. Calculons le rapport b/k ; il est égal d'une façon 
très approchée à : 


Or, ce rapport est indépendant du diamètre D de 
l'arbre, comme on poarraitl le constater en refaisant 
le calcul avec une nouvelle valeur pour D. 


Les ouvriers n'ignorent pas cette parlicularité ; et 
en construisant une poutre, ils s'altachent simplement 
ἃ respecter un rapporl consiant entre sa base 
bel sa hauteur ἢ. Suivant les cas, ils prennent les 
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deux rapports très approchés de ἘΠ (qui équivaut à 


0,71) ou de qui donne 0,70. 


126. Si on lance un projectile dans le vide, vertica- 
lement ct de bas en haut (fig. 52), la hauteur qu’il 
atteint est donnée par la formule : 


gt + vif + es. 


Ϊ 
Ὁ} νὰ 


Ici g, est une constante pour un même lieu : inten- 
sité de la pesanteur en ce lieu; 
{, représente le temps écoulé depuis 
le départ du projectile ; 
D CSt la vitesse initiale, celle avec 
laquelle on ἃ lancé le projectile ; 
6ᾳ est la distance au sol, du point de 
départ, ou position initiale du projectile. 
0 Ceci posé, on demande la plus 
grande hauleur que pourra at- 
leindre un projeclile lancé de 1 m. 
du sol, avec une vitesse initiale de 
196 m. par seconde, et au bout de quels lemps ül 
afteindra cetle hauteur maximum. On sail que lin- 
lensité de la pesanteur g dans l’endroit de l’expérience 
esl de 9,80, 
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Dans la formule donnée, remplaçons les lettres par 


leurs valeurs : 


— + B + 1961 + 1. 


— 


ou 
6 — — 4,9 À - 196 € + 1. 
ΤΠ s’agit de calculer le maximum de 6. 
Prenant { pour variable, la dérivée de e par rapport 
APRFCSL': 


ou e = — 0,83 ὁ + 196. 
Cette dérivée s’annule pour 
196 
ἱ τ ——— -- 20, 
9,8 


et elle change de signe en passant du positif au néga- 
tif, ce qui indique un maximum pour e. Celui-ci est 
égal à : 
6 — — 1,9 2 + 1064 + 1, 

= — 4,9 X 20° + 196 X 20 + 1. 

τς — 1960 + 3920 + 1, 
d’où finalement 6 = 1961 τη. 

Le projectile atteindra donc une hauteur de 

1961 mètres et il lui faudra 20 secondes pour effectuer 


ce trajet. 
En se donnant une vitesse initiale de 637 mètres à 


la seconde, vitesse se rapprochant de celle d’une balle 
de fusil moderne, on trouverait pour le maximum de. 
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l'altitude atteinte, un chiffre de l’ordre de 20 kila- 
mètres. 
Ces résultats paraissent invraisembhlables, simple- 


ment parce que nous avons opéré dans Île vide. Prati- | 


quement, le frottement de l'air oppose une résistance 
aux projectiles, freine leurs mouvements, et c’est la 
raison pour laquelle si l'on veut atteindre de très 
grandes hauteurs, il faut recourir à des vitesses ini- 
tiales énormes. 


127. 1l arrive souvent qu'un problème de maximum 
ou de minimum se pose d’une façon moins directe. En 
voici un exemple : 

On demude la vitesse initiale qu’il faudrait imprimer 
à un projectile lancé dans le vide en un lieu où g — 
9 m. 80 et à une hauteur de 1 m. du sol, pour que ce 
projectile atteigne sa hauteur maximum en une minute. 

Nous avons comme précédemment la formule : 

eux — 4,9 (5 + vol + 1, 
vo étant la vitesse initiale inconnue. 
La dérivée par rapport à { est 
δ' em — 4,9 X αἱ + vo πὰ — 9,8 { + vs. 
Elle s’annule en passant du positif au négatif pour 
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Ce résultat indique que, pour cette valeur de / la 


fonction e passe par un maximum ou que le projectile 


alteint la plus grande hauteur possible. 

Comme, d’après l'énoncé, ce trajet doit être etfec- 
tué en une minulce ou 60 secondes, il suflit de rem- 
placer £ par cette valeur dans la dernière équation et il 
vient 


Vo = 9,8 ὁ — 9,8 x 60 == 588 mètres par seconde. 


128. Toujours au même lieu, où g — 9,80, quelle 
vitesse iniliale doit-on imprimer à un projeclile, lancé à 
1 m. du sol, pour qu'il atteigne un point situé à 
8 311 mètres de hauleur ? 

Ce problème revient à trouver quelle valeur il faut 
donner ἃ v, pour que la hauteur maximum que 
puisse aticindre le projectile soit 8 311 mètres. 

En raisonnant comme précédemment. on irouve que 
cette hauteur maximum est atteinte quand 


Maintenant, remplaçonus ἐ par cette vaieur dans l’ex- 


pression de e : 
: pate Vo 
eat bol ee -- ἤ,0. RS be ΞῈ Ἔ νῚ 


τ 9. es Βο᾽ 
€ (9.8) .Uo* “τ η,8 + 1. 
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Réduisant au même dénominateur les 2 premiers 
termes qui contiennent νυ, il vient : 
4,9 9,8 4,9 
7 CR 3 8. πᾶς ἢ. ΞΞ το ἐπε οὐὸοὙ .1: 
CE) CE) SUPER ΠῚ ἡ Ὁ τὰ 
Or, cette valeur de 6 est précisément égale au maxi- 
mum, puisqu'on a remplacé £{ par la valeur qui lui 
correspond : on peut donc écrire : 


4,9 
δὲ «w +1 8811 
ou 
4,9 : | 
Ta -"ὐ — 8311 — 1 = 8 310. 
D'où 
8 310 X (9,8)° 

ae SX — 162 876, 

οἱ 


D, = 162 876 — 403 m. 5 par seconde. 


SEPTIÈME LEÇON 


LES DIFFÉRENTIELLES 


Le lecteur qui m'a suivi jusqu’à cette Leçon, doit 
trouver un peu extraordinaire que, dans un ouvrage 
intitulé : Pour comprendre le Calcul différentiel, ce 
dernier terme n'ait encore jamais élé prononcé. C'est 
qu’en réalité, la notion de différentielle est loin d’être 
simple ; elle repose tout entière sur celle de dérivée ; 
l’une suppose l'autre, et l'on ne saurait pénétrer le 
mécanisme du Calcul différentiel sans posséder à fond 
le maniement des dérivées. 

C'est pourquoi j'engage mes jeunes élèves à faire ici 
une halte salutaire, à reprendre les chapitres précé- 
dents el à repasser les principes acquis. Ce travail 
uccompli, nous pouvons aborder la définition de la 


différenticile. 
MoREuUx. — Calcul différentiel. 12 
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Qu'est-ce qu'une différentielle ? 
129. Revenons encore une fois à la fonction y = αὖ 
Nous avons vu qu'on appelle dérivée d'une fonction, 


τὰ ΜᾺ ; : 
la umite du quotient πὰ de l’accroisscment 4y de la 


fonction à celui 4x de la variable, quand ce dernier 
tend vers zéro. 

Nous savons aussi que la dérivée de x est 2x, de 
sorte que nous pouvons écrire : 

y = limite 2. = ΔΖ. 
x 
VI: . . AB 

Or, énoncer que la limite du quotient Ar St 27, 
c'est dire que ce quotient s'approche autant qu'on le 
désire de 2x ; en d’autres termes, ce quotient, diflé- 
rant aussi peu qu'on veut de 2x, ne vaut pas exacte- 
ment 2%, mais 

est égal à 2x augmenté ou dimiuué d'une quantité 
aussi pelite qu’on veut. 

L'égalité 


, ày 
im. —- = 27 
AV» 


équivaut donc en réalité à celle-ci: 
ΔΩ 

me rl ὯΔ +5; 

e (epsuonn) représentant ici une quantilé posilive 
ou négalive, aussi petite qu'on veut quand δὰ tend 


vers zéro. 


DR LU ον - 
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Cette quantité ε a elle-même pour limite zéro: on 
dit que c’est un infiniment petit. 

Multiplions maintenant par Ar tous les termes de 
notre égalilé ; nous aurons une expression qui va 
nous permettre de donner une définition de la difté- 
rentielle : 

y = 2%. Ax + ε. Δα, 

On appelle, en effet, différentielle de la fonction 
y τα æ?, la valeur de l'accroissement ΔΨ, à condition : 

1°) de faire tendre δᾶ vers zéro; 

20) de négliger le terme qui contient 6. 

C'est donc 

Ay = 2æx. Âx 
quand Δα tend vers zéro. 

On désigne la différentielle do y par la notation 
dy; de plus, on écrit dx au lieu de Ax pour bien 
montrer que l'accroissement de zx, au lieu d'être 
quelconque, est infiniment pelit, de sorte qu'on a : 

dy = 2x dx 

Mais, puisque dx est une quantité infiniment 
petite, ἃ x dx est aussiinfiniment petit; donc la diffé- 
renlielle dy, qui lui est cgale, est, de même, un 
accroissement infiniment pelit de la fonction y. 


130. Nous allons montrer que, inversement, l’accrois- 
sement infiniment petit dx est bien la différentielle 
de x. 


470 POUR COMPRENDRE LE CALCUL DIFFÉRENTIEL 


Considérons à cet ellet, la fonction y = x; sa 
dérivée est μ' = 1 ct l'on ἃ : 
Ay 
Liu. πα ἢ 
ου 


+ -- 146. 


Multiplions par Az, nous aurons 9 
Ay = δὰ + e. Ar. 

Prenons la différentielle comme précédemment, 
c'est-à-dire 

1 ) faisons tendre Ax vers zéro, ce qui revient, 
d’après notre convention de tout à l'heure, à le rem- 
placer par dx; 

20) supprimons le terme contenant ε, soit e. δα "1 
viendra : 

dy = dx. 

Le 1° membre représentant la diflérentielle de la 
fonclion y æ x, on voit clairement que la diféren- 
Lielle de x estégale à l'accroissement infiniment pelit dx. 

Dès lors, il devient relativement facile de généra- 
liser la notion de différentielle. 

Une fonclion y adinet une dérivée y', telle que 


SUN * ΠΑΡ 
lim. As œ Un 


, 


égalité équivalente à : 


νυ». 
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e étant toujours une quantité positive ou négative 
tendant vers zéro en même lemps que Δα. 
Multiplions par Az 


y == J AT + €. Δα. 


Faisant tendre Ax vers zéro et supprimant le terme 
qui contient e, il vient, pour la diftérentielle : 


dy = y' dx. 


131. On peut donc donner comme définition de la 
différentielle : 

La différentielle dy d'une fonction y est égale au 
produit dela dérivée γ᾽ de la fonction par l'accrois- 
sement infiniment petit dx de x; 
ou encore : | 

La différentielle dy d'une fonction y est égale au 
produit de la dérivée γ' de la fonction par la diffé- 
rentielle de la variable indépendante x. 

Avec ces définitions bien comprises, on peut calcu- 
(er immédiatement la différentielle de chaque fonc- 
tion étudiée eu cours de ce pelil Traité; mais aussi, 
on comprend mieux pourquoi le calcul des dérivées 
était indispensable. 


ixemples. 
13210801 VX) 
La dérivée est y! = 3 x*. 
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Pour connaître la différentielle, il suffit de multi. 
plier par dx ou 
dy = y' dx = 3 αἱ dx. 
20) Soit y = x! + 7 x° 
La dérivée est y — ἡ αἱ + 21 x? 
Différentielle : dy = μ' dx = (ἡ αὐ + αἱ x’) dx 
3°) Soit y = 1/x 


" 1 
4°) Soit y = =: σι. τε εξ dy = y'dx = — --...- 


90) Soit y — V/3x: — 2x°+ 5. 
5% x (32? — 1) : 
7 ψ{ι81:-- καὶ Ὁ δ)» 
dy == y'dx = Lee ἘΣ ἜΤ a D τ = 
ἡ Gr — 92? + δ) 
Ce mécanisme est si simple qu'il n’y a pas lieu 
d'insister. ni de multiplier davantage les exemples 


! 


y (v. n° 174) 


133. Notons aussi que de l'égalité 


dy τὰ y' dx, 
on tire 
un 
υ dr 
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Ainsi La dérivée de y par rapport à ἃ peut donc 

7 ἃ | dy ἘΠῊΝ | 
s'écrire sous la forme”. . En Mathématiques supe- 


rieures, on fail souvent usage de cette notation qui 
présente entre autres avantages — sur lesquels je ne 
m'’appesantirai pas — celui d'indiquer clairement par 
rapport à quelle variable on fait la dérivalion. 
Aussi, celte notation due à Leibniz, a-t-elle encore 


prévalu sur beaucoup d'autres, à l'heure actuelle. 


134. Par exemple, pour calculer La dérivée de la 
fonction 
y = V ἄχ" - À, 


on peut poser: 
d'où 


Avec la notation de Leibniz, ou notation différen 
lielle, la dérivée de y par rapport à u, s'écrira : 
di) ( 
ET Ven 
et la dérivée de ἃ par rapport à æ 
du 
ἽἼΣ, "Ὁ 8æ. 
Qu'est-ce qu'un infiniment petit? 
136. En étudiant la Géornétrie plane (n° 194), nous 
avons déjà été amenés à la considératien des infni- 
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ment petits; nos lecteurs, en se reportant à ce voliune, 
auront donc des notions préliminaires suffisantes 
pour ne pas confondre les infiniments petits avec 
des quantités égales à zéro. Mais il y a lieu, maintenant 
d'entrer dans des précisions : une bonne définition s’im- 
pose d'autant micux que la différentielle dy = y’ dx 
d’une fonction y cst un infiniment petit et que nous 
aurons maintes fois l’occasion d’uliliser ce genre de 
quantité. 

L’infiniment petit n’est pas, comme on le croit 
communément, unc petite quantilé déterminée en 
grandeur : c’est essenticllement une quantité variable 
qui tend vers zéro. 

L’infiniment pelit n’est pas davantage une quantité 
nulle ; elle est bien, en fait, différente de zéro, mais 
clle peut s’en rapprocher autant qu’on le désire. 

C'est pour celle raison que les géomètres disent de 
Pinfiniment petit que c’est une quantité évanouissante : 
celle-ci ne disparaît jamais, mais elle devient si infime 
qu'elle échappe à toute fixation précise. 

Si l’on prétendait en effet l’évaluer, le définir, le 
fixer au moyen d'un nombre, notre infiniment petit 
aurail toujours Ia possibilité de devenir moindre que 
ce nombre, puisqu'il peut, par définilion, se rappro- 
cher sans cesse de zéro. EL c’est pourquoi, au licu du 
terme infiniment petit, on aurait dû, dès le début, dire 


indéfiniment petit. L'expression, cette fois, n'aurait 
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plus aucune ambiguïté et renfermerait en quelque 
jorte l'idée de variation, qu’on perd trop souvent de 
vue lorsqu'on fait du calcul infinitésimal. 

Le mécanisme de la génération de l'infiniment 
petit peut être illustré par un exemple tiré de la 
Géométrie. 

Soit un segment de droite À B, que nous allons 
partager en deux parties égales (fig. 53). Divisons 


Ar les at Ir σὲ 112.8 
Fig. 53, 


encore l’une de ces deux parties en deux moitiés, puis 
l’une de ces moitiés en deux autres et ceci indéfini- 
ment. 

Quand nous arrêterons-nous ? Il ne s'agit pas de 
décider à quel endroit la division cessera d'être 
possible pratiquement ; l'impuissance de nos instru- 
ments grossissants sera vite atteinte. Maïs ce que je ne 
puis réaliser en fait, n'est pas irréalisable par la 
pensée. 

Après la première division, j'aurai 1/2 segment, 
puis 1/4; 1/8, etc. 

Soit : : 

1 I I ï I I I 
CPAS: Le LR ML La FR 


Celle série est sans fin, puisque, pour avoir le terme 
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suivant, il me suffira de multiplier par 2 le dénomina- 
teur du terme précédent; j'aurai donc bien des quan 
tilés diminuant sans cesse, tendant vers zéro, mais 
aussi par définition, ne pouvant jamais atteindre 
zéro. 

Voilà la vraie notion de l’infiniment petit et ce qui 
nous donne une véritable idée de la propriété essen- 
lielle de l’infiniment petit que nous utiliserons en 
Mathématiques, celle de pouvoir devenir moindre que 
toute quantité définie, si petite soit-elle, c’est-à-dire 
de tendre vers zéro, sans cependant arriver à ètre 


nul. 


Les divers genres d'infiniment petits. 

136. On se tromperait étrangement si l’on croya 
que les infiniment petits se ressemblent tous. Ici, 
nous avons au contraire, plus d’une distinction à 
établir. 

La ligne possède son infiniment petit qui est pure- 
ment linéaire; dès que nous considérons des sur- 
faces, nous avons des infiniment petits superficiels ; 
de même pour les voluimes qui nous offrent des infini- 
ment petits d'autre sorte. 

La considération, en Mécanique, des forces, des 
vitesses, du temps, donne lieu à des remarques ana- 
logues. Là encore, il y a des catégories, et pour cha- 


cune d'elles, il existe des infiniment petits diffé- 
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rents. Il est évident d’ailleurs, à la réflexion, qu'on ne 
peut comparer entre eux des infiniment petits 
de ligne droite et de temps, pas plus qu’en ne saurait 
rapprocher un millimètre et une seconde. 

Ainsi, première constatalion : il y a des infiniment 
petits de diverses calégories. 


137. Nous allons voir maintenant que dans chaque 
catégorie, il existe des infiniment pelits diflérents. 

Prenons tout d'abord des infiniment petits numé- 
riques. Une fraction inférieure à l'unité, comme 1/3, 
a son carré 1/9, inférieur à elle-même; son cube 
1/27, inférieur à son carré et ainsi de suite. 

De même, si une quantité, au lieu d’être simple- 
ment inférieure à l'unitéest infiniment pelite, son carré 
sera infiniment petit par rapport à elle: son cube 
infiniment petit par rapport à son carré, etc. 

Le degré de petitesse des infiniment petits peut 
donc se mesurer par leur exposant; on dit leur ordre. 

Si par exemple dx est infiniment pelit, on dira que 
c'est un infiniment pelit du 1er ordre ; landis que dx! 
sera un én/finiment petit du 2° ordre ; et dx? un inini- 
ment petit du 3° ordre. 

La Géométrie nous offre des exemples de ce genre : 
soil une longueur / que nous faisons décroître indéfini- 
ment; cile devient un infiniment petit d{ du rer ordre. 
Mais si nous construisops un carré ayant pour côté di 
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sa surface sera οἷ, infiniment pelit du 2° ardre; de 
même le volume d’un cube ayant pour arête d{ nous 
donnera di, infiniment petit du 89 ordre. 

Notons que si, au lieu de prendre pour terme de 
comparaison la quantité finie {, on prenait αἰ, tous les 
ordres des infiniment petits seraient transposés, 

Ainsi nous avons déjà vu qu'un infiniment petit du 
26 ordre ou εἶδ est infiniment petit par rapport à celui 
du τὸς ordre ou dl; mais si c’est dl qui sert à sompo- 
ser les infiniment petits, on devra dire que dl? estinfi- 
niment petit du rer ordre par rapport à αἱ (et du 2° pur 
rapport à D. 

Prenons maintenant ΟΜ comme terme de compa- 
raison ; alors dl est infiniment petit du rer ordre par 
rapport à dl, mais du 2e ordre par rapport à αἱ, et du 
ve par rapport à L. 

Inversement, si d? est infiniment petit par rapport 
à !, on dira que l'estinfiniment grand par rapport ἃ αἰ. 

Il est toujours facile de faire correspondre & un 
infiniment petit, un infiniment grand. Pour n'en don- 
ner qu'un exemple, si nous reprenons notre segmeit| 
de droite AB, nous arriverons, après des divisions 500: 
cessives en 2 parties égales, à l'infiniment petit. Mais, 
par contre, le nombre des segments ainsi obtenus 
augmente sans cesse : partis d’un seul segment, après 
une première division, nous en avons 2, après una 


secoude division, il y en a ἀν puis 8:16; 32; 64... et 
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ainsi sans fin, puisqu'il y a toujours possibilité de 
multiplier un nombre par 2. 

Il n'y a donc aucune raison qui nous empêche de 
distinguer divers ordres dans les infiniment grands. 
Ainsi, { est infiuiment grand par rapport à di, et il 
est du 1° ordre; mais par rapport à dl, il est du 
ad ordre, etc... 

Une même quantité, comme αἱ, est infiniment petite 
de rer ordre par rapport à / et infiniment grande du 
24 ordre par rapport à αἰ". 

Un grain de sable est infiniment petit par rapport à 
une montagne, elle-même est infiniment peti.e par 
rapport à la Terre ; et cependant notre grain de sable 
est un infiniment grand par rapport à un microbe 
invisible sans le secours d'un fort microscope. 

Toute comparaison pèche par quelque endroit, dit 
le proverbe; le moindre défaut de celle que je viens 
d'employer est que toutes ces quantités énumérées, 
tous ces objets grands ou petits, sont déterminés, ne 
sont pas sujets à variation, une fois donnés, taudis 
que le véritable infiniment petit est toujours une 
quantité variable tendant vers zéro sans pouvoir jamais 
arriver à 8’évanotair entièrement. 


Nouvel aspect de la différentielle. 
138. Nous allons immédiatement utiliser ces notion: 
pour mieux saisir le mécanisme de la différentielle 
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On peut dire en cffet que la différentielle d'une 
fonction y est l'accroissement infiniment petit de y, 


réduit à ses termes du 1°’ ordre et obtenu en suppri- 


mant tous les infiniment petits du 2% ordre et au-des 
sus. 

Nous pouvons nous rendre compte de la validité de 
cette nouvelle définition, en considérant encore l’ac- 
croissement Ay de la fonction y == x?. 

Nous avions en effet 

Ay = 2€. Δα + (Δα), 

Or, si l’on fait tendre Ax vers zéro, il devient dx et 
te second membre conlient un infiniment petit du 
195" ordre : 22. (x; et un du δ : (dx)? = dx, 

Le dernier devant disparaître, il reste pour la 
différentielle 

dy — 2x dx. 

Considérons encore la fonclion : y = æ 

L'accroissement Ay vaut ici 
Ay 5 (x + Ar} — αὐ = 32° . Ar + 3x (Ar)? + (Δα). 

En faisant tendre Ax vers zéro, il devient dx. 

Le second membre contient : 

1° Un infiniment petit du 1 ordre : 3x dx: 

29 Un infiniment petit du χα ordre : 3x ἀπ; 

3° Un infiniment petit du 3e ordre : ‘Zær. 

Si nous ne conservons que l'infiniment pelil du 
1°" ordre, il vient pour la différentielle : 

du = 3.13 dx, 
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Vous comprenez mieux maintenant la signification 
du terme en « qu’on demandait de supprimer au 
"180. 

Ce terme etait lui-même un infiniment petit: maïs, 
parce qu'il était le produit de deux infiniment petits 
(e t dx) i' constituait au moins un terme du 2 ordre : 
c'était un infiuiment petit par rapport au terme con- 
servé. 

La différentielle, on le voit, est un accroissement 
a,broché: c'est une partie d'accroissement ou accr'uis- 
sement partiel. 

L’accroissement ayant déjà été défini comme une 
différence (n° 48), il est naturel de dire que la difié- 
rentielle est une différence partielle; et c'est précisc- 
ment la contraction de ces deux derniers mots qui a 
donné naissance au mot : différentielle. 


Interprétation géométrique de la différentielle. 

139. Si quelque lecteur éprouvait encore le besoin 
d'une explication supplémentaire, pour mieux saisir 
le mécanisme et la définition des différentielles. je le 
prierais delire attentivement les lignes qui vont suivre, 
où la notion de différentielle sera illustrée par une 
figure géométrique qui parlera mieux à l'esprit que 
tous les discours. 

Dans la figure 54, considérons deux points extrême- 
ment voisins : MM’. sur la courbe représentative de 


ms 
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la fonction y == æ?, par exemple. L’intervalle MM’ a 
été considérablement exagéré sur la figure 54 afin de 
mieux saisir les rapports des différents points entre 
eux. 

On suppose l’abscisse de M égale à x, 
et l'abscisse de M' égale à x + δα. 

Si nous menons MN parallèle ἃ l'axe des x, 
et M'N parallèle à l’axe des y, il est évident que : 

MN em ἀκ 

et M'N == Ay, 
mais si nous faisons tendre Azx vers zéro, la sécante 
MM' devient, comme nous l'avons vu dans la Troisième 
Leçon (n° 43), la tan- 
gente MT, qui coupe 
en T la droite ΜΙΝ 
et NT, représente 


alors la différentielle 
dy. 
On voit dès lors 


Fig. 54. 


aisément que, lorsque Ax tend vers zéro, c’est-à-dire 
lorsque Μ' se rapproche indéfiniment de M, la lon- 
gueur M"! est un infiniment petit négligeable par 
rapport à NT. 


QUELQUES APPLICATIONS DES DIFFÉRENTIELLES 


Les applications des différentielles sont nombreuses 
et variées ; on en verra d'importantes dans le Calcu) 
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intégral et dans la Géométrie Analytique que nous 
étudicrons plus tard. 

Nous nous contenterons pour l'instant d'utiliser 
notre dernière notion, celle de différence, d’accroisse- 
ment approché. 

140. Soil un carré de côté égal à 1 800 mètres. Sup- 
posons qu’on augmenie la longueur de ce côlé de 
10 rnètres ; on demande l'accroissement de la surface 
du carré (fig. 55). 

Ce problème est évidemment très simple : il suffit de 
calculer la surface du carré primitif, 74e 
puis celle du carré augmenté et de ee 
faire la différence, 

Mais il existe des cas où ce genre de 
calcul est impossible. De plus, si Pon 7 


veut se borner à une solution qui, sans 
être exacte, soit très approchée, ce qui suflit dans la 
plupart des cas à l'ingénieur ou au géomètre, la 
méthode des différentielles rend de signalés services, 
en raison même de sa simplicité οἱ de sa rapidité. 

Appelons x la grandeur qu’on fait varier ; soit, ici, 
le côté du carré. Fa surface y nous est donnée par 
l'équation 


y = d. 
La différentliclle cst : 


dy = 2x dx. 
Moreux. — Caicul Diflérentler 13 
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Considérons dy comme laccroïssement approché 
demandé ; on a : 
x. = δ.) ἈΠ: 
et dx = 10 τη. 
Par conséquent : 
dy = 2x dx 
ou 2 X 1 S00 X 10 — 36 000 mm. 

On peul donc dire que l'accroissement de surface 
est d'environ 36 000 m°, avec une erreur possible de 
Pimporlance d’un infiniment petit du 2 ordre, soit : 

dr? --- 18 —= 100 χη. 

En réalité, si on fail 16 calcul cxacl, on trouve pour 


l'accroissement de surface 36 100 mm. 


141. Cette méthode cxpéditive rend, nous l’avons 
dit, de très grands services : c’est elle, en fait, qu’on 
emploie couramment non seulement en Mathéma- 
tique, mais aussi dans toutes les sciences telles que la 
Physique, la Géodésie, l’Astronomie, elc.., οἵ quoique 
approchéc, elle donne des renseignements d'autant 
plus précieux qu’elle est toujours à même de nous 
renseigner sur l’importance de l'erreur commise ; elle 
nous indique donc, cn inême temps que la solution 
du problème, de quelle manière nous pouvons utiliser 
le résultat obtenu. 

Passons maintenant à deux autres exemples. 
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142. Un récipient cylindrique contient de l'eau; 
sachant que son rayon de base est 3 m. 50 el que l'eau 
alleint une hauteur de 5 πι. 0, on demande quel volume 
il faudra relirer pour que le niveau baisse de 10 centi- 
mètres. 

Le volume V d'un cylindre de révolution est donné 
par la formule : (v. Géométrie dans l'espace n° 36). 

V = sh. 

Prenons la différentielle par rapport à ἢ, comme 
accroissement approché : 

NV = sr'dh. 

Ici nous avons : 

ji = ὅ ἢ, 50 


dh = 10 Ci. 


d'où 

dV==—x Χ (3 m, 5) Χ o m, 10 = 3 πη" 84, 
avec une erreui de l'ordre de dh? — (o,iu}? τῷ 
O Mi, OI. 


Si l'on fait Le calcul précis, en déterminant la diflé- 
rence des deux volumes, on trouve que le résultat 


vbtenu est rigoureusement exact. 


143. Nous avons déjà dit que l'intensilé 1 d'un cou- 
rant électrique est donnée par la formule Ὅλ : 


pi US 
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où E représente la force-électro-motrice du générateur 
d'électricité et R, la résistance totale du circuit. 

Si l’on suppose E — 600 volts et ἢ — 12 ohms, on 
peut se demander quelle variation éprouverailt l’intensilé 
par le fait d'ajouter au circuit une résistance de 
1/10 d’ohm. 

Comme on fait varier R, nous allons considérer 
cette grandeur comme variable dans la formule et 1 


comme la fonclion ou : 


as 600 
vaut - 
La différentielle étant : 
600 
dl = — τ dR, 
1 
comme on ἃ ἢ — 12, dR — 0 


il viendra : 


600 1 60 


LT TT Po NE δον 


Le dénominateur est un carré parfait, donc jamais 
négatif. 

Comme l’expression est précédée du signe —; cette 
dérivée est toujours négative et la fonclion sans cesse 


décroissante. 
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144. L'illustre physicien Dulong a établi la formule 
suivante : 


I 
PAT un 


qui donne la pression P, en atmosphères, de la vapeur 
saturée, quand la température vaut t degrés, pourvu 
que ἐ soit inférieur à 8oc. 

On demande l'accroissement de pression quand la 
température passe de 60° à 600,1. 

La différentielle est ici : 


I 
dP = Go * B(4o+t): x dt; 


et l’on a : t = 60 
et di = 0,1. 
Donc : 
dP = 5 X (100)! x ο,1 
Lio dim == Oaîtm,., 0009. 


L'erreur possible étant de l’ordre de df? == (0,1) = 
0,01, on constate qu'elle est de beaucoup plus impor- 
tante que ce résultat lui-même: ce dernier est donc 
inutilisable. 


HUITIÈME ΠΕΟΟΝ 


- 


LES FONCTIONS DE FONCTIONS 


145. Cette leçon n'est pas nécessaire pour acquérir 
des notions nouvelles sur les différentielles ; le lecteur 
qui avait pour but de comprendre le Calcul différen- 
tiel, sa notion, son mécanisme et sa portée, pourrait, à 
la rigueur, arrêter là son étude. 

Cependant, celui qui désire approfondir les fonc- 
tions algébriques et tirer parti des dérivées, doit pous- 
ser plus avant. 

Jusqu'ici, en cffet, dans notre leçon sur les dérivées, 
nous nous sommes contentés d'étudier les fonctions les 
plussimples telles que x?. - , Væ: or, nous l'avons vu 
dans la première partie de ce volume, il en existe de 


plus compliquées, comme taæ— 1); V 3x1, 


I 
---β᾽ 
etc. Leur forme est bien analogue, au fond, à celles 
déjà envisagées, mais, celle fois, x se trouve remplacé 


var une expression complexe. 
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146. Toutefois, après un moment d'examen, en face 
d’une fonction comme y = (25 — 1)‘, on pense invo- 
lontairement à la forme y τῷ x’, et puisque nous 
savons exprimer la dérivée de cette dernière, une 
méthode vient immédiatement à l'esprit ; ramener la 
forme compliquée (2x — 1)» à La forme simple æ. 

Rien de plus facile, en effet ; il suflil de considérer 
2% — τ comme une seule quanlilé et de poser ς 

Σ — 1 = U. 
Dès lors 

[ = (σα — 1} 
deviendra y = ut 

Ici u est une variable puisqu'elle dépend de x, mais 
ce n’est plus nolre ancienne variable indépendante. La 
variable indépendante, c’est z; et comme [a valeur 
de u dépend de celle de x par l'égalité 

ἰ πὸ ἃ — 1, 
il est évident que ἃ est une fonction de x. 
Mais y est également une fonction de u, en d’autres 
termes : 
y est fonclion de u qui est elle-même fonction de x; 
On peut donc dire que g est une fonction de fonc- 
tion de æ, ou plus brièvement, une /onclion de fonc- 
lion. 

On pourrait appliquer le même raisonnement et 16 
même procédé de simplification aux autres fonctions 
complexes. 
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147. Si l'on pose, par exemple, x — ὅ = u, on 
écrira : 
1 Ι 
D — = — 
9 — ὁ u 


8 1 + 4 
forme semblable à πος là encore y est une fonc- 


Lion de fonclion. 

On en conclut que le calcul des dérivées des fonc- 
lions moins simples que celles déjà étudiées revient à 
celui des fonctions de fonctions, or, il existe pour le 
calcul des dérivées de ces fonctions de fonctions, une 
règle très commode que nous allons faire connaître 
immédiatement, quitte à la vérilier ensuite au moyen 


d'exemples variés. 


148. Nous supposons, comme tout à l'heure, g fonc- 
lion de u el uw fonction de x, La règle peut s’énoncer 
ainsi : 

La dérivée de y par rapport à x est égale à la déri- 
vée de y par rapport à u multipliée par la dérivée de 
u par rapport à x. 

Celle règle telle quelle, vous paraîtra peut-être bien 


obscure ; un exemple, va vous la rendre claire. 


Soit y = 0x + ὅ. 
Posons 6x = 4; 
11 vient : y æu + D. 


La dérivée de y par rapport à uest: 1, 
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La dérivée de u par rapport à est 6. 

D'après notre règle, 
la dérivée de y par rapport à x est égale au produit de 
ces deux nombres 1 et 6; 


ou 6 x 1 = 6. 


Or, nous savons déjà, d’après notre étude des déri- 
vées (n° 70) que la dérivée de la fonction : y = 6x +5 
est bien 

ἢ == 6 


vous voyez que le résultat est le même. 


Remarque importante. 

149. La notation de Lagrange y', donnée au n° 55, 
pour désigner la dérivée, devient maintenant insuffi- 
sante. 

On ne sait plus, en eflet, si l’on parle ici d'une déri. 
vée par rapport à ἃ Ou par rapport à æ. 

C'est pourquoi les mathématiciens ont eu la bonne 
idée de compléter la notation en ajoutant, en indice, 
une petile lettre destinée à indiquer la variable par 
rapport à laquelle on effectue la dérivation. 

Ainsi, la dérivée de la fonction y par rapport à u 
s'écrira : J'n ; 

La dérivée par rapport à x s'écrira : ÿ'a ; 

Celle de u par rapport à x s'écrira : αἷς. 

Avec cette notation. la règle relative aux fonctions 


A EL ξΞΞ ἢβ στ “5555 απ π--.5555....--- 


EEE, 5555: ασσασααααααααε ας ΞπααααααααααααααΝ 5.5. 5ΞΞΞΞ αν αααααα 
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de fonctions se résume d’une façon très claire dans 
cette courte formule : 

4 = Yu X υἷα 
qu'il faut retenir. 

J'ajoute que le signe ψ' même dépourvu de son 
‘indice, offre un sens bien défini : c’est la dérivée de la 
fonction y par rapport à la variable indépendante, Par 
conséquent, dans tout ce qui précède, nous avons bien 
employé une notation exacte et précise. 


‘Autres exemples. 
150. Soit la fonction y — x! — 3x? + 4. 
La dérivée de ce polynôme est : 
Ji = 4m — ὃ. X δ = hr — Gz. 
Posons, par exemple 


! 


FRS QUE d'où Loi 
La fonction devient 
y=Uu πο δι - τ. 
et remplaçant u par sa valeur : 
U'u = 22 — 53. 
La dérivée par rapport à u, est : 
Ju = δι} — 8. 
La dérivée par rapport à x esi : u'x = 22. 
Appliquant la règle des fonctions de fonctions : 
Ua = Ju X υἱ τὸ (λα — 3) 2x τὸ ἀπ" — θα, 
résultat conforme à celui qu'on a obtenu directe- 
mant. 
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151. Soit la fonction y — (x? — 1) (4x? + 3). 


Méthode directe. - La fonction y est égale au pro- 
duit des 2 facteurs : 
L— 1 : et 4x? + 8 


dont les dérivées sont respectivement : 
"τ οἱ 8x 
Remplaçant dans le produit successivement chaque 
facteur par sa dérivée et faisant la somme (n° &4), il 
vient : 
μ᾽ = λα (4a? + 8) + (æ2 — 1) 8x 
ou y το 8χ5 + Gx + 8x — 8x 
ou y" = 102 — 2x. 
Méthode des fonctions de fonctions. 
Posons d'abord x?—1=U 
d'où σα u+i: 
Nous pouvons transformer le 2e facteur : 
ἠαὶ - 8 - ἠὰ - ἡ Ἐ ὃ «͵αὐὸ + 7 
et il vient : 
y = u (ἀὰ + 7). 
Dérivons par rapport à u ; ici les dérivées des ἃ fao- 


teurs sont respectivement ; rcl4; 
donc 
Yu= Gu+Drxi+uxhi=ehu+7+hu = 


Su + 7; 
et remplaçant u par sa valeur en fonction dex:. 
Yu "ὦ 82 —1)+ 7—8 - ἃ + 7e 82 — ) 
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La dérivée de la fonction u τα 4° — 1 par rapport à 
cr est : 
Ur = 927 
Faisant le produit, d’après la règle sur les fonctions 
16 fonctions : 
) τῷ Vu X Un = (822 — 1) X 25 = 10 χϑ — 2x 


résultat conforme au calcul direct. 


Nota. 
152. On appelle cette dernière méthode : dérivation 
par subslilulion, parce qu'on substitue à la variable x, 


une nouvelle variable u. 


153. Soit la fonction y — 3 x + À + 4 / x 
Méthode directe. Dérivons successivement chaque 


terme : 
2 


! : Venere ΒΕ 5% PRE 
(81) m3; }πο; (4 δα) AR γ- 


Donc 


PRE CR ΞΕ 
H n 


Méthode des fonctions de fonctions. Nous pouvons 
poser δ x = u, d'où élevant au carré 
T = U? 
et 
yæ= 3 ἘΔῚ - ἢ α. 


LES FONCTIONS DE FONCTIONS 195 
La dérivée de y par rapport à u est : 
Yu = 6u +4 —6Vx+4; 
et celle de x par rapport à x est : 


1 
LR τ Ξὸῶοὰ 
νι 
d’où multipliant : 

" 1 6 V/x 4 
er τε Χ α΄, = (6 νὰ + 4) = --  Ἐ | 
Ux =Yu x ( \ | or 2Vz 9 γα 
et 

2 
να = 8 + Ty 
Vx 


résultat déjà obtenu par la méthode directe. 
Nous arrêterons là ces exemples et nous allons main- 
tenant appliquer à des cas nouveaux, la règle de déri- 


valion des fonctions de fonctions. 


1 

Dérivée du quotient Le 
154. Soit y ---- -"- 
54. Soil y — ET 


| Ι 
Posons æ — 2 — u ; la fonction devient y ΤῊΣ 


dont la dérivée par rapport ἃ u est 
1 
Yu = — ἘΠῚ: 


ou, remplaçant u par sa valeur : 
2 CON 
PM y (2) 
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La dérivée de u par rapport à rest: u'z= 1. 
La dérivée do y par rapport à x est égale au pro- 
duit : 


PRE IDE QU He AO REED RNMINE SE ὡς Οὐ 1 LE 1 
dE (x —— 2} Site (x— 2) 


155. 1] est très simple de constater que la dérivée de 
᾿ 1 ; I 
la fonction y τα ΩΣ esty'= TEE, où a est 
an nombre quelconque positif ou négatif, entier ou 
fractionnaire. Il suffit de poser x — a = ἃ et de rai- 
sonner ensuite comme dans l'exemple précédent. 


{ 


156. Dérivée de la fonction y = ἔτ πὶ 


Posons : — 3x [- ἃ = 4, α᾽ οὐ : 


ἀν: 1 
= 6 EX ααπὰὶσν᾿ — 
BEN ει" 


remplaçant u par sa valeur : 


AMI à (— ὁπ + 2} 


Par ailleurs, α΄. = — 3. 
Appliquant la règle des fonctions de fonctions : 


{ EPL VAR 
Ua = Yu X Ux Fr Ci na) X PS sr 
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157. On νον. ait de la même manière que la dérivée 


de la fonction 


ι ; a 
mr ἘΠ LA ge ΠΤ VEUT Lu 


158. Nous pouvons généraliser davantage : soit, 
d'une manière générale, une fonction de la forme : 


I : 4 
9πιπιοοῦα est une fonction de αὶ admettant une 


dérivée u'z, 


Coinme la dérivée de y par rapport à ἃ est 
Ι : 
ne: il apparaît immédiatement, d’après la règle des 
fonctions de fonctions, que la dérivée par rapport à x 
est : | 
# ! ! | \ ; 
UzræmuX Uz = πα X Ur κα πὴ Ἔ 
Celte formule est à retenir, On l'écrit plus briève- 


ment 
! u' 
ΝΡ Er 
7 u? ” 


l'absence de toute lettre explicative à γ' et à u’ indi- 


quant, comine nous l'avons déjà fait remarquer, qu’on 
Le 


dérive par rapport à la variable indépendante x, 


, 3x — 3 
159, Soit Υ -- ΤῸ FO . 


Nous avons ici une fraction contenant x à la fois au 
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aumérateur et au dénominateur : la forme se com- 
plique donc de ce fait. 


Posons T—)æu 
d'où xX=u +: 
et3x—3m 3(u+ 2)—3—3u+  -- Ἐὁ πε 88 -Ὁ . 
Ἴ Η 
La fonction devient : y = Les ΐ 
Effectuant la division. 
mure, 
_ dis U 1 no Ἐπ: 
La dérivée par rapport à u est : 
3 3 
| DE GE τ 


si l'on remplace u par sa valeur. 
Par ailleurs : u'à = 1. 
Donc : 


Jr =Yu X Ur = — 


160. Cette méthode est applicable à toutes les fonc- 
tions semblables à celles envisagées ici, ou fonctions 
homograâphiques, c'est-à-dire à toutes les fonctions 
dont le numérateur et le dénominateur sont des 
binômes du premier degré en x. 

Mais il n'en serail pas de même s'il figurait à l'un 
des Lermes de la fraction un tfrinôme du second degré, 
par exemple. 
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151. Avant de donner une règle générale pour le cas 
où y 8e présente sous forme de fraction ou de quotient 
de deux fonctions de x, nous allons rappeler la règle 
donnant la dérivée d’un produit (v. n° 84). 

Pour calculer la dérivée d'un produit de 2 fac teurs 
on remplace dans ἰ6 produit, successivement, chaque 
facteur par sa dérivée et on fait la somme des pro- 
duits ainsi obtenus. 

Mettons cette règle en relief par une courte for- 
mule. 

Supposons que y soit égal au produit des ἃ fonctions 
uet v de x. ou 

Yœ=uv 

Les dérivées sont respectivement : αἷς et v’ x. 

Appliquant la règle précédente, on pourra donc 
écrire : 

Y'x = Ur U + UUV's, 
ou plus brièvement 
y = uv + uv’. 

Si y était égal au produit de 3 fonctions de ἃ : 

u. v, w. il est évident qu'on aurait : 


y'en D'VW + UV'W + uvwW’ 
162, Supposons mainlenant que y soit le quotient ds 


: L ü 
2 fonctions de x :uet v, soil: y = -- 


Mor&ux. — Cnlcul différentiel. 14 


= 
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Nous pouvons toujours écrire ce quotient sous forme 


(à 
DEA EI 
et appliquer la formule relative à la dérivée d’un pro- 


duit. 
Dès lors les 2 facteurs composant g seront : 


de produit 


u et — 
U 


dont les dérivées sont respectivement : 
υ' 
u' et — τ (Voir n° 158). 


Remplaçant maintenant dans le produit successi- 
vement chaque facteur par sa dérivée et faisant la 
somme il viendra : 


y a! I )+ Ἶ υ' ΡΝ; 
= —— -- — | em ---  — é 
υ υ υ υ" 


Réduisons au même dénominateur en multipliant la 


première fraction par v : 


,  U'v—uv 
Can Te σεν 
U'est sous cette forme qu'on devra retenir cette for- 
mule. 
Application. 
163. Υ = se 


CET AU. σχεῖν 
Ομ δ: ἐτ  --ἰ v= 3x +x+s 
et: Um υ'-.θωυ - α 
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Puis d'u --- αὖ' ποι ἃ (35 + x + 3) — (ox - 1)(6x + 1) 
= 62° + 2x + 6 — 197% — 1 + 6x +1 
πες — 61? + θα +7 
etv?e (322 + x + 8)». 
Par conséquent 


u'v — uv' 6x? + 6x + 7 
v? (32? + x + 3) 


Remarque. 
164. Nous avons donné deux règles différentes sui. 


Ρ . . I u 
vant qu’on a affaire à une fonction F1 Ou, [1 est 


bien entendu que ces formes ne sont pas essentielle- 
ment distinctes : il suffit de faire u = 1 dans la 


seconde pour être ramené à la première. 
En effet, si ἃ me 1,U' = 0, el la formule 
u'v — uv’ 
er τ - 
υ 
devient identique à celle qui se rapporte à la fonc- 
ὙΠ 
tion ---. 
u 


Mais il y a avantage, au point de vue pratique, à 
apprendre par cœur et appliquer les deux formules, ce 
qui permet dans plus d’un cas de trouver une simpli- 
floation. 
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Autre application. 


4 
165. = ——— . 
ARTE 
: ἢ Π 
Cette fonction est de la forme ec ἢ X De 


u représentant une fonction de x. 
La dérivée est 


π' 
! 
y = ἢ X ἐξ Ἐν). 
I - 
Or'u = \/x et = ar 


substituant celte valeur dans l'expression de y' : 


Ho — 1 — 2 
y πὴ Χ ΚΡ ΠΥ =4| 2% = |” «να 


| 
166. Soit la fonction y — “710 


: Ι 
C'est une fonction de la forme τι’ ἅγθς ἃ = α', 
d'ou α' -Ξ- λα". 


La dérivée est : 


U = τ -- Æ— --- —=— — = — 


167. Il est facile de généraliser (ce numéro peut 
être laissé de côté) 


k 
= (4 et n étant constants). 
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On peut écrire : 


5 ΚΧ τὰ 


φ Ι 
fonction de la forme k. 7» avec 5 


u = χὰ, 
CRE 
d OU : L' = 72 11, 


Par suite : 


μ᾿ Δ nan —1 1 nTtn—1 
y ᾿ ε3 } | | L Tn 


-- 


{ | En D ln 


qu == | χη!" 


2 


168. Soit la fonclion y = +1: 


» » LL 3ἅ 
C’est une forme de la foncliion τ où : 


U—= 2 — τ: πα +1 
ἴ τοὶ ἀπ Dr 
ΤΊ fautappliquer la formule : y' — ie si et l'on 
écrira immédiatement : 
εὖ — αὖ' = 2% (α" + τὸ — (x? — τ 2x 
Ξ 92 À 22 — 22 + δ = ἠὰ 
υ = (x? + 1}°. 
Donc 
y . 


(rt + 1 ν 
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Dérivée d'une puissance. 

169. Soit y — (2x — 4)". 

On pourrait évidemment élever 25 — τ au cube, ce 
qui fournirait un polynôme et opérer directement 
comme au n° 70. Mais outre que certaines fonctions 
se prêtent mal à l'élévation à une certaine puissance, 
on ἃ déjà dû remarquer qu’on 86 trouve toujours en 
présence d’une opération fort longue lorsqu'il s'agit 
d'une puissance élevée comme 8 ou 9. Nous allons 
donc établir une règle directe en utilisant la méthode 
des fonctions de fonctions. 

Soit donc : ÿ == (2x — 1)". 

Posons : 2 — 1 mu; 
donc : y = ἡ. 

La dérivée de y par rapport à ὦ est : J'u = 8u?, ou 

remplaçant u par sa valeur 
Y'u = ὅ (λα — 1}; 
celle de u par rapport à x est : d'y ταὶ ἃ. 

Donc la dérivée de y par rapport à x est égale au 

{produit : 


U'x = Vu XWx = 3(2x -- 1} x ἃ = θ (2 --- τ) 


170. On peut donner une formule litiérale facile à 
retenir. ὁ 

Soit Ve 
u étant une fonction de x et mn un nombre constant. 
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La dérivée de y par rapport à u est : g'y πα mu M1 
celle de u par rapport à xest : αἱ. 
Appliquant la règle des fonctions de fonctions, nous 
AVODS : 
Yzæyu X Uz= mum-iu!. 


171. Soit y = (x - 3x + 4e, 

Il serait bien pénible d'élever le trinôme du second 
degré à la puissance ro et d'appliquer ensuite la règle 
du polynôme. Celle que nous venons d'indiquer av 
numéro précédent est beaucoup plus simple. En effet, 
nous avons ici : 
u= 2 —3x+4; u'= 2% —3 et M == 10 

Donc : 

Ua τὰ MUMTU πὰ τὸ (22 — 3x + τὺ (22 — 3), 


Dérivée d'une racine. 
172. 11 nous reste à étudier la dérivée d’une racine. 
Soit y= VAx 7. 
Posons 4x? — τ τὸ u; la fonction devient y = Νὰ οἱ 
la dérivée par rapport à « est : 
Ἐπ στα ὄψον σή 
ἀνα. à Va ? 
si l'on remplace u par sa valeur. 
Par ailleurs, la dérivée de uw par rapport à x est : 
Ur = δα, 
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La dérivée de y est donc égale au produit : 


HE, (8x) 8x πὸ ἠχ 
τ ( 2 Vhr — 1 ) 2 Vax—1 Var 1 


173. 1] est encore aisé de donner une formule géné- 
rale. 
Soit une fonction de la forme y = Vu, u étant une 


fonction de zx. 


La dérivée par rapport à ἃ étant : π΄, = Ἂν Ξ 
2 Vu 


et celle de u par rapport à x étant u’ on ἃ immédiate. 
ment d’après la règle des fonctions de fonctions : 


εἰ 
Li 


᾿ μ---ἕ ἡ 


EX FF : 
2 Vu 2Vu 


Ux = Yu X Ux κα 


On trouverait des formules analogues pour ὅλα, 


Vu, soit : 


174. Exemple ÿ = 3x! — 2.3}  ὅ 
C’est une fonclion de la forme Vu, Où : 


n= 4; U x 35 — 2x? + 5: x 122 — Ur. 
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La dérivée est donc : 


u' 192 — 4x 
JE πα΄ τ-:Ξ:-ΞΞ:-:-Ξ:ΞΞ------ - --ττε 
n V un—1 44, (8x: — 22° + δ} 
ἀπ (32 — τὴ 


“ἃ Gr χα) +5) 
ou finalement 
x (3x? — τὴ 


PT VGn-amts} : 


EXERCICES ET APPLICATIONS 


175. Etude de la fonction 
3x — 3 
ARR 
Nous avons maintenant le moyen d'étudier d'une 
façon très rapide par les dérivées, les fonctions déjà 


vues aux n°* 32 et suivants. 


La dérivée de la fonction y == See 


a déjà été 


calculée au n° 159, nous avons trouvé : 
3 


, tua ue 
DT (ῳ-Ξ)} 
le numérateur étant constant, y' ne s’annule jamais. 


Ce résultat négatif indique que l'intensité diminue 
de 0,41 ampère environ. L'erreur est de l'ordre de : 


τ» ϊ 
AR? vs (2) = — = 0,01 ampère. 


10 100 


C'est donc une très bonne approximation. 
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Pour connaître la valeur de y, quand x + œ, nous 
l'écrirons ainsi : 


3 8 
32 — 8 TC 
1 = = Fe. 
T— ἃ Ἃ 
Σ -- — 
z 


Dans ces conditions, on voit aussitôt que pour 
᾿ 3 2 
x = + w, les fractions nel Ξ tendent vers zéro, 


tandis que la fonction y a pour limite 
3+0o , 
1+0o x: 
Enfin, il existe une valeur remarquable de z : c’est 


x = ἃ pour laquelle le dénominateur s’:nnule. 
Quand x = ἃ la fonction y éprouve une disconti- 


nuité tout À fait semblable à celle de la fonction Σ 


pour æ = ο; ἢ! n’y ἃ donc pas lieu d’insister davantage 
sur cette particularité. On dit alors que la fonction 
passe par l'infini. 

La courbe est une hyperbole équilatère, comme on 
l’a déjà appris. 

Voici le tableau qui résume la variation de la fonc- 


tion : 
ΜΗ ---00 ςο » 2 e. + «6 + 00 
p' == 


ἡ +3 décroît  — 00 | + «©  décroît + 3 
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Problème de minimum. 

176. Un mobile part du point À pour aller en B après 
réflexion sur une surface CD. Le mobile peut être par 
exemple, une bille de billard qui fr 'npe une bande CD. 
(fig. 56). 

Connaissant ! 

AC = €; BD = δ: CD = 6, 
on demande ls valeur des angies cn ? correspondant 
à la plus petite longueur du chemin parcouru. 
Nous pouvons poser CP = x; alors PD = ὁ — x. [6 


A Bee 
Dre Mt et 
Ha pu ΄ ι ὁ 
QUES € 3 
ἥ ἊΝ ων 
RU ας ΤΟΣ ον ae IN 
{ ς A τ... > “προ. --’--. 5 
x dés MT ET h 
Fig. 56, 


chemin parcouru par le mobile est AP + PB: nous 
allons l’évaluer en fonction des données. 
Le petit triangle rectangle de gauche, nous donne : 


— — 


A D? a a? di 13 


celui de droite : 1e 
PB = (c — x}° + b? 


Appelons y le chemin tolal, nous aurons 
AP + PB = y © Va? + x? + Vie— x) + b? 
ou en effectuant 


ῃ-- νη αὐ... Var ον + C4 ni 
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Pour connaître le minimum de y, nous calculons la 
dérivée par rapport à x. 


Nous avons ici 2 fonctions de la forme Vu dont la 


ν ἢ μ' "» ° . 
dérivée est το. nous écrirons donc immédia- 
2 Vu 
tement : 
7 41 --- 20 
ΒΥ π᾿ ΞΞεττπτ πτν + Ἢ πε π-π΄πρρ--------Ξ Πα ΘΘ 
CE 2 Væ+zx 2Vr'— 2CX + c?+ b? 
ou 
ἂ T—C 
π -- 5----- τ - + BR PRE 2 
9 να: + «3 να" —acx + οἷ - ὁΐ 


S'il existe un minimum, celui-ci a lieu quand la 
dérivée s’annule ou 
ΤῈ T—0c 


--- — + ἔπ“ ————————  — — — —  _ —— —" "— — 
Va ++ Va —acx + c" + ὑΝ ÿ 


y' == 
et l’on peut écrire cette égalité sous la forme : 
x cC—T 
Va +e NVe—-x+5 
qui n'est autre que celle-ci 
CP PD 


AP ° PB 
carz= CP et Va'+2=— AP (hypoténuse) ; 
s5—x=PDet V(c—x} Ὁ δ' = PB (hypoténuse). 


Les triangles rectangles ACP et BPD, ayant 2 côtés 
parallèles AG et BD et les autres proportionnels, sont 
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semblables ; leurs angles sont égaux chacun à chacu7 
st en particulier P, = Pa. 

On voit que ce résultat est indépendant des données 
littérales a, b, c. 

En Physique, on appelle P, l'angle d'incidence et P; 
l’angle de réflexion. Dans l'étude de la lumière, quand 
on envisage la réflexion d'un rayon lumineux, on 
constate précisément que, pour se rendre d'un point à 
un autre, après réflexion, la lumière utilise le plus 
court chemin. 

Ce problème a déjà été traité en Géométrie, mair 
sous un autre point de vue. Voyez les n° 60 et 61 de 
Ἰὼ Géom. plane ; et n° 124 de la Géom. dans l'espace. 


οι χα UE | 


NEUVIÈME LEÇON 
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177. Nous touchons à la fin du programme que je 
m'étais imposé, Toutefois, avant de terminer, je |vou- 
drais vous dire un mot des dérivées successives qui 
forment une partie importante du Calcul différentiel. 

Nous avons vu ce que les mathématiciens appellent 
dérivée d'une fonction; or, de même qu'il existe des 
ordres de grandeurs dans les infiniment petits, on 
peut distinguer des échelons, pour ainsi dire, dans 


les dérivées. 


178. Soit la fonction : 
y= x — 3x + χ᾽ + 5x — 10 
Elle admet une dérivée que nous savons calculer : 
c'est celle d’un polynôme dont la valeur est : 


d 
y = “Ἔ = ἠχ᾽ — Qu? + 14% + ὅ. 
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Mais ce nouveau polynôme est lui-même une fonc- 
tion de x et rien ne nous empêche d'en calculer encore 
la dérivée qui est égale à : 

192? — 187 + τή. 

C'est ce que l'on appelle la dérivée seconde de la 
fonction. On l'exprime, d'après la notation de 
Lagrange, par le symbole y accompagné de deux 
accents, soit y’. 

Ainsi : 

dy 
Dérivée première de y ou g — de = ἰὴ — gr”, etc. 
Dérivée seconde de y ou y = = 122 — 
187 + τή. 


Remarquez que, cette fois, nous n’avons pas écrit : 
d dy | 
a , Mais : , afin de montrer que la dernière forme 


est la dérivée de y. 

Nous pouvons continuer et prendre la dérivée de 
127? — 18x - 14, nous obtiendrons 24x — 18 ; nous 
aurons ainsi la dérivée 3°, et ainsi de suite et nous 
écrirons y''', y'", y", οἷο... 

Dans la notation de Leibniz, ou notation différen- 


τὸν : 4" 
tielle, la dérivés 1° se représente par A , de sorte 


MT VIRE der. 
que y" ou, ont la même signification. 
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La dérivée 3e s’écrira : 


on aura de même : 


αἰ" d'} a" 
σ᾽" ou pou Te yYt ou ἼΣ , etc. 


Pour revenir à notre polynôme, nous obtiendrons : 
Dérivée quatrième : 


dy 
y" = εχ" —= 2ἢ | 


Dérivée cinquième : 
d'y 
A AU 


évidemment toutes les autres dérivées d'ordre supt- 
rieur sont également nulles. 

Jl n’en faudrait pas conclure qu'il en est.toujours 
ainsi. Nous sommes ici en présence d’un cas particulier, 
le polynôme étant la seule fonction qui possède des 


dérivées conslamment nulles après un certain ordre. 


179. Si nous considérons en effet les dérivées succes- 


| 
| 

à , Ι 
sives de la fonction π᾿ Par exemple, nous aurons : 
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|| 
et l'on comprend que la suite de ces dérivécs succes- 
sives soit indéfinie. 


Étude de la fonction x' — 3x, par les dérivées suc- 
Cessives. 


180. La fonction χ᾽ — 3x déjà étudiée (n° rro) va 
nous fournir l’occasion de montrer une application à 
la fois simple et importante des dérivées successives à 
l'étude de la variation des fonctions. | 
Nous avons vu que pour un maximum ou un mini- | 
mum, la dérivée y' doit passer du positif au négalif 
ou inversemont. Mais jusqu'à présent nous nous étions 
bornés à donner à cette dérivée deux valeurs diflé- 


rentes et à constater ainsi son signe dans chaque 


intervalle. Les dérivées sccondes vont nous fournir un 
moyen beaucoup plus rapide de distinguer un maxi- 
mum d’un minimum. 

Soit donc la fonction αὖ — 3x. 

La dérivée première est μ΄ — 323 — 3 — ὃ (x? — ἡ): 


elle s’annule, en changeant de signe pour ἃ = ΞῈ 1. 


La dérivée seconde est y" = 6x. 

Supposons d'abord x — — 1; pour ceilc valeur, 
g passe par un maximum où un minimum Οἱ 1] s'agil 
de choisir lequel des deux est réalisé. 

Or, pour x = 1, la dérivée de y’ ou dérivée 2e, ou 
6x, est égale à — 6; celte valeur élant négative nous 


avertit que μ΄ décroît, donc traverse la valeur zéro en 
MorEux. — Calcul différentiel. 15 


246 POUR COMPRENDRE LE CALCUL DIFFÉRENTIRL 


passant du positif au négatif : y présente dès lors un 
maximum. 

Par contre, lorsque x = + 1: y" = 67 = G;:la 
dérivée première y' ayant sa propre dérivée positive, 
croît, donc passe du négatif au positif et y présente un 
minimum. 


On peut dès lors énoncer la règle suivante : 


Si y'' est négatif ou y'<o: maximum, 
Si y" est positif ouy'>o: minimum. 
Applications. 


181. Reprenons encore la fonction (n° 112) 
e y = χ' -- 8x + 10. 
La dérivée première est : 
ÿ = 4x — 1067 = ἀκ (xt — Δ}; 
elle s’'annule en changeant de signe pour 
T=2— 9; ZX = O; X cu -f 2. 
La dérivée seconde est : 
ÿ == 1212 — 16 = ἡ (3x? 4). 
Pour x—--9; ff: 4 (12 — dj -= + δὰ (positi ; 
donc minimum : 
Pour x= 0: U 4 (-- %)  — 10 (négatif) 
donc maximum ; 


Pour T= ἃ; y'=4{(12— 4) 7 + 32 (positif) 
donc minimum. 
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On voit immédiatement l’avantage de ce procédé, 
beaucoup plus rapide que la recherche directe du 
signe de la dérivée première. 


182. La Physique ex 1a Mécanique tirent do cette 
méthode des déductions extrêmement utiles. Je me 
bornerai à un exemple facile à saisir. 

Nous allons reprendre une formule déjà envisagée 

Supposons que la distance OM = e d’un point 
mobile M à un point fixe O, soit donnée par une équa- 


tion de la forme 


gi 
ὃ --- —— + l'E ΙΝ ζφ, 
2 


les lettres ayant même signification qu'au n° 126. 

On apprend en Mécanique que la dérivée de e (dis- 
lance ou espace) par rapport au lemps £, représerrLe 
la vilesse du mobile à chaque instant ot l'on a : 


) Le 
LE TB oaA 7 + Lo. 


Enfin, la dérivée de v par rapport à ὁ ou dérivée 
seconde de e par rapport à { se nomme accéléralion οἱ 
se représente par la lettre grecque Ὑ (prononcez 


gamma) : 


Ici ; 


Lg dt dd 9 
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L'intensité de la pesanteur, ou g, est donc une accé- 
léralion, on dit que c'est l'accélération due à la pesan- 


leur. 


Exemple 
183. Soit le mouvement donné par : 
e= ἰ" — 3 + {ἰ — 4. 
Calculer la position du mobile et sa vitesse après 
10 secondes de déplacement. 
Quand { = 10, Οἢ ἃ 
OM = 6 = (10) — 3 (10) + τὸ — 4 = 706 centim. 
La vitesse est donnée à chaque instant par 
d 
Le. 
οἱ pour { = 10; 
υ = 3(10) - 6 X 10 + 1 =2/1centim. par seconde 


re 80 —61+ I ; 


184. L’Analyse mathématique présente de nom- 
breuses applications des dérivées successives; depuis 
une méthode très féconde qu'on appelle développe- 
ment en séries et que vous apprendrez dans le volume 
Pour comprendre le Calcul intégral, on peut dire que 
toute l'étude des fonctions repose sur la considération 
de ces dérivées. 

Ici finit ma tâche; le lecteur qui aura eu le courage 
de me suivre jusqu’au bout, n’aura éprouvé, je pense, 
aucune difficulté sérieuse à surmonter. Mais pour être 
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maître d’un sujet, il faut le posséder à fond : une 
première lecture ne saffit donc pas et je conseille à 
ceux qui veulent aborder, dans de gros traités, l'étude 
du Calcul différentiel, de reprendre cet ouvrage, para- 
graphe par paragraphe. Ce moyen leur est absolument 
nécessaire, s'ils veulent se familiariser avec ies notions 
nouvelles, parfois un peu abstraites, exyosées et déve 


loppées au cours de ces modestes leçons. 


re— sue RE 


TABLE DES MATIÈRES 


ποῦ mr in En -- 


l'H&MIÈRE LEÇON. — Fonciions et vüriables , . 
Notions de fonction et de variable . 
Guordonnées d'un point : abscisses et OR 

ANA A RE OL COR Lien ΝΝ 
Représentation graphique des fonctionset des 
équations. Fonction linéaire y = ax + b . 
Équation du 15: degré à une inconnue. 
Equation du 1° degré à deux inconnues. 
‘quation d'une droite passant par un point 
ΠΟΙ πο ISAAC TIRER 
Usage des courbes ; abaques. , . . . 


. 4 


(l' LEcoN. — Équation des courbes. . . . . 
1“ çuation du cercle. . 
Equation de l'eilipse . 


YU" Δ... 


ὁ juation de la parabole. . . . . . 
Représentation graphique d'une équation du 

ὧν degré . "rater 
Equation de l' Hyperbole ΣΑΣ Ἢ 
Hyperbole équilatère . . . . . . . à , 
Fonctions simples : y = ΤΗΣ : 

za ἀὩ Ὁ δ. Τ - 
Fonction homographique - IEEE 
d'x + b' 


[Ve 


[le Leçon. — Le calcul infinitésimai 


TABLE DES MATIÈRES 


Notious générales : Calcul différentiel et calcul 
ὑπ ΟΥΑΙ ες 5e LR 
Qu'est-ce qu’une dérivée? 
lsaccroissement, Delta -.2"7,7.. LEON" & 
Remarques sur les exposants algébriques 
exposants négatifs . . . 


Θ᾽. τ Air 2) α΄ ον δ αι κα 


Luçon. — Quelques dérivées impu;:tantes ἃ 

COPINE Us dot EL Un I RBLEALALS 
Dérivée de la fonction y = x’...  .,.,. 
Dérivée de la fonction y = 2... . .,, 


1 Dérivée de la fonction y = απ . . . , ... 
Ί _ Dérivée des fonctions avec coefficients, . ες, 
Dérivée de la fonction y=x........ 
ὃ Dérivée de la fonction y = 3x. . . . . . .. 
Dérivée de la fonction y = k (constante). . . 
ὃ {érivée d’un polynôme . . . . . . . ... 
40 ΄ 
41 Dérivée de la fonction y = Ἢ 55 555 
D 
13 Dérivée de la fonction y — LH otre. 
16 τως 
ç Dérivée de la fonction y — VISE τς 
κ᾿ Dérivée de la fonctiony -- Ve... ... 
94 Dérivée de la fonction y = V'£. . … ee « « 
99 Dérivée d'un produit , . . . . . . FRE EPA 
Dérivée de la fonction y τ x \/x . . . - + « 
26 Exerc nr . D τος 
29 
31 V® Leçon. — Applications des dérivées . . . « - 
Étude des fonctions et construction dos 
36 vonrhes τ ΠΡ, δὰ τ τ .. 
| Fonction: ν᾿ ἐξ το δον EN ne 
37 


Fonction croissante et décroisaante . . . 


221 


43 
4 
D4 


61 


GA 


70 


73 


222 TABLE DES MATIÈRES 
Ι 

Fonction y — Ἄν La EEE HAE ee: 112 

Τῆβοοη τι» προ τος ΟΝ. 12] | 

VIS LEÇON. — Question de maximun et de mini- Nr 
ÉD LU SRE SE ni CR EE AA PU 0. 124 
ποτ a LR SAT PE a a PS ESS 126 
Trinôme du second degré . .............. 129 
Honction Dur — O0. 3 es CEE 132 
Ομ ἢ ΟἹ ΟΣ Θ᾽ LU LCR RATER 139 
Exercices de maximum 66 de minimum ... 144 
VIIe ΤΈΚΟΝ. — Les différentielles ............. 167 
Notion de la différentielle ............... 163 
Exemple de différentielles ............. 8 Ὁ. 
Notion do l’infiniment petit ............. 173 
Divors gonres d’infiniment potits ......... 176 
Interprétation géométrique dela différontielle. 18] 
Application des différentielles. ............ 182 
VIIIe LEgon. — Les fonctions de fonctions ....... 188 
Dérivées d’une puissance................. 204 
Dérivées d’une racino............. | 205 
Exercices et applications ...........,.... 207 
IXC LEÇON. — Dérivée successives... .........,.. 212 
Etudo par les dérivées successives de la 
fonélionti—=" 95... enr Mint Een 215 
APpLicationS es et Rire ON ER 216 
ÉVREUX — IMPRIMERIE HENRI DÉVÉ & (5 j 
DÉPOT LÉGAL : 29 TRIMESTRE 1957 
ΝΡ DE L'ÉDITEUR 561 -— ΝΟ DE L'IMlRIMEUR 252. 


ἀν F\ eg NF. 


- τὰ ren 


æ 


ΕΣ σον 3 Ὁ 


